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INTRODUCCION 


Cuando Fermat y Descartes iniciaron la geometría analítica, pu- 
sieron las bases de una de las columnas fundamentales del edificio ma- 
temático, Muchos problemas clásicos quedaron resueltos, y gran cantidad 
de conocimientos, antes dispersos, fueron sistematizados. 

Pero al mismo tiempo que se hacía la luz aparecían sombras pro- 
yectadas por el mismo andamiaje analítico, que oscurecían precisamente 
las partes cuyo estudio constituye el objeto esencial de la geometría. En 
efecto, al introducir coordenadas para estudiar una figura, aparece todo 
un ropaje de fórmulas que no son intrínsecas a la misma, sino que de- 
penden de ella y del sistema de coordenadas utilizado. Al estudiar una 
circunferencia de radio unidad, para poner un ejemplo simple, podemos 
encontrarnos tanto frente a la ecuación x? + y? — 1 = 0, como frente a 
la x? + y —2x — 4y+4=0: son ecuaciones distintas que representan 
el mismo ente geométrico. 

Aparece así la necesidad de saber distinguir, frente a cada problema 
y en cada momento, cuáles son las propiedades inherentes a la figura 
que se trata de estudiar y cuáles las accesorias, introducidas parasita- 
riamente como una necesidad del método analítico utilizado. El cálculo 
vectorial y el cálculo tensorial son los instrumentos que responden a esta 
necesidad. En ellos, si bien se utilizan coordenadas, las reglas operatorias 
son tales que siempre dan lugar a propiedades independientes del sistema 
utilizado. En términos más precisos: sus operaciones y resultados son 
“invariantes” por cambios de coordenadas, 

“Vamos a dar un simple ejemplo aclaratorio. Supongamos dada en 
el plano una curva cuya ecuación sea F (x,y) = 0, con la función 
F (x,y) derivable. El hecho analítico de que en un punto P de la 
curva la derivada parcial respecto de x sea nula, o sea F,=0, ¿sign 
ficará una propiedad geométrica intrínseca de la curva en su punto P ? 
Es decir: ¿tendrá el punto P alguna propiedad especial que no tengan 
los puntos para los cuales sea F,+0? Evidentemente no, pues basta 
tomar unos ejes coordenados tales que el eje x sea paralelo a la tangente 
en / para que dicha condición se cumpla, cualquiera que sea el punto P. 
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En cambio, supongamos que en el punto P se cumplan simultáneamente 
las dos condiciones F¿=0, F,=0. ¿Representará este hecho analítico 
una propiedad geométrica de la curva? El cálculo vectorial nos dice 
que sí, puesto que F, , Fy son componentes de un vector (vector gradiente 
de F), y siempre que se trata de un vector el hecho de ser nulas sus 
componentes es independiente del sistema de coordenadas. Por otra parte, 
sabemos bien que las condiciones F,=0, F,=0 indican que el punto 
Pes un punto “singular” de la curva, sin relación alguna con el sistema 
de coordenadas (cartesianas) utilizado. 

Este aspecto invariante del cálculo con vectores y tensores es el que 
hemos procurado hacer resaltar continuamente en el presente libro. Es, 
sin duda, el más importante y el que motiva su verdadera razón de ser. 
Se escribe muchas veces que el cálculo vectorial es útil porque “sim- 
plifica los cálculos” o porque “es muy elegante”, razones ambas ciertas 
pero secundarias: los cálculos vectorial y tensorial son útiles porque no 
introducen elementos extraños, pues, aun apoyándose en sistemas de 
coordenadas, sus elementos y sus operaciones tienen carácter intrínseco 
e invariante, Con ellos, a través del análisis y del álgebra, la geometría 
vuelve a encontrarse con la unicidad primitiva, en la que cada elemento 
tiene un bien definido significado geométrico. 

El presente libro se divide en dos partes: la primera dedicada a 
los vectores y la segunda a los tensores. En ambas, junto con la parte 
teórica necesaria, se dan los indispensables ejemplos y aplicaciones para 
que los conceptos se comprendan en su real significado y en todo su 
campo de acción. 

Los capítulos 1 y IT se ocupan del álgebra vectorial y sus aplicaciones, 
principalmente a la geometría analítica del espacio, que es en la que 
el método vectorial puede mostrar sus primeros y más evidentes resultados, 

El capítulo TIT está dedicado a la definición analítica de vector, 
Aunque ello significa una repetición de lo que será dicho de manera más 
general al estudiar los tensores, hemos creído que tiene importancia in- 
sistir en la manera como, por método analítico, se puede descubrir el 
carácter intrínseco o no de un elemento geométrico. 

Los capítulos IV y V tratan de los operadores vectoriales y las fór- 
mulas integrales clásicas que los ligan. Las aplicaciones del análisis 
vectorial (cap. VI) se refieren, como es costumbre casi general, a la geo- 
metría diferencial, al electromagnetismo y a la mecánica de fluidos. 

La segunda parte está dedicada a los tensores, con la introducción 
sobre transformaciones lineales y matrices del capítulo VIII En este 
punto se presenta la duda de si el estudio de los tensores cartesianos 
puede o debe suprimirse, puesto que ellos quedan evidentemente com- 
prendidos dentro de los tensores generales del capítulo X. Sin embargo, 
si bien es cierto que puede hacerse tal supresión sin disminuir el con- 
tenido, hemos creído conveniente dedicarles un capítulo aparte, en razón 
de que para muchas aplicaciones (cap. IX) son los cartesianos los únicos 
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tensores que interesan y, por tanto, puede haber muchos lectores para 
quienes sean ellos suficientes, con lo que les es posible evitar el estudio, 
siempre pesado al principio, de los tensores en general, Por otra parte, 
para cualquier lector el estudio previo de los tensores cartesianos antes de 
los generales no será nunca una pérdida de tiempo, sino más bien un 
recomendable entrenamiento. 

Sigue después el estudio de los tensores en general y, como aplica- 
ción obligada, la geometría de los espacios de conexión afín y nociones 
sobre la geometría de los espacios de Riemann. Termina el libro con la 
acostumbrada aplicación de esta última a la teoría de la relatividad 
general, 


La impresión de un libro de matemática no ha sido nunca tarea 
fácil, pero va siéndolo cada vez menos debido, por un lado, a la comple- 
jidad creciente del simbolismo matemático y, por el otro, a la invasión 
de la linotipo que, en aras de la velocidad, exige una uniformidad incom- 
patible con aquélla. 

Sin embargo, la Editorial Universitaria de Buenos Aires ha vencido 
toda clase de inconvenientes y ha conseguido, no sin esfuerzo, dar al 
presente libro una presentación ejemplar. Séame permitido, en conse- 
cuencia, expresarle aquí mi mayor agradecimiento. 


Buenos Aires, marzo de 1961. 


CAPITULO 1 
ALGEBRA VECTORIAL 


1. VECTORES: SUS CLASES 


1. Magnitudes escalares y vectoriales. Hay magnitudes que que- 
dan determinadas dando un solo número real: su medida. Por ejemplo: 
la longitud de una regla, o la masa de un cuerpo, o el tiempo trans- 
currido entre dos sucesos. Tales magnitudes se llaman escalares, y pue- 
den ser representadas por segmentos tomados sobre una recta a partir 
de un origen y de longitud igual al número real que indica su medida. 

Otros ejemplos de escalares son: la densidad, el volumen, el trabajo, 
la potencia. 

Para otras magnitudes, en cambio, no basta dar un número para 
determinarlas. Para la velocidad de un punto, por ejemplo, no basta 
conocer su intensidad, sino que hace falta conocer, además, la dirección 
y el sentido en que el punto se mueve, 

La dirección viene dada por una recta, de manera tal que todas 
las rectas paralelas tienen la misma dirección, y en cambio rectas no 
paralelas tienen direcciones diferentes. Cada dirección tiene dos sentidos, 
determinados por las dos orientaciones posibles de la recta. 

Lo mismo que con las velocidades ocurre con las fuerzas: su efecto 
depende no sólo de la intensidad, sino también de la dirección y sentido 
en que actúan. 

Estas magnitudes en las cuales hay que distinguir su intensidad (que 
es una magnitud escalar), su dirección y su sentido, se llaman magnitudes 
vectoriales, Otros ejemplos som: la aceleración, la cantidad de movi- 
miento, la intensidad de un campo o de una corriente, 

Las magnitudes vectoriales ya no se pueden representar, como los 
escalares, por segmentos tomados sobre una misma recta. Hay que tomar 
segmentos de longitud variable (indicadora de la intensidad) a partir 
de un punto fijo, los cuales tengan la dirección y el sentido correspon- 
dientes, 

. . Resumiendo y precisando, podemos establecer las siguientes defi- 
niCiONes: 

Der. 1: Se dice que una magnitud es un escalar cuando el con» 
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junto de sus valores se puede poner en correspondencia biunívoca y 
continua con el conjunto de los números reales o una parte del mismo, 


Dur. 2: Una magnitud se llama vectorial cuando el conjunto de 
sus valores puede ponerse en correspondencia biunívoca y continua con 
el conjunto de los segmentos orientados que parten de un mismo origen, 
o con una parte del mismo. 


Al exigir la continuidad de la Correspondencia suponemos, en ambos casos, 
q mos limitamos a magnitudes que varían con continuidad. Cuando se trata 
le magnitudes que solamente toman valores discretos (números enteros, por 
ena en el caso de escalares o ciertas direcciones especiales en el de vecto- 
les) también podría hablarse de escalares y vectoriales, pero entonces michas 
operaciones que veremos (adición, multiplicación por un escalar, etc.), podrían 
no estar definidas, por no ser el resultado una magnitud de las consideradas; 
ello obligaría a hacer cada vez la correspondiente salvedad, Por otra parte, el 
caso continuo que consideramos es prácticamente el único que interesa en las 
aplicaciones. 

Las magnitudes escalares y vectoriales no son las únicas que interesan en 
geometría o en física. Por ejemplo, el momento de inercia de un sistema de 
masas respecto de los distintos ejes que pasan por un punto fijo no puede carac» 
terizarse por una magnitud escalar ni vectorial. 'Tampoco las tensiones de un 
cuerpo según las distintas direcciones que pasan por un punto constituyen una 
magnitud escalar ni vectorial. Estas magnitudes se llaman tensoriales, y de ellas 
nos ocuparemos en la segunda parte. 


2. Vectores. Un segmento de recta queda determinado por sus 
dos puntos extremos. Cuando estos puntos están dados en cierto orden, 
se dice que el segmento está orientado, 

Der. 3: Se llama vector a todo segmento orientado. El primero de” 
los puntos que lo determinan se llama origen y el segundo extremo del 
vector, 


La recta que contiene el vector determina la dirección del mismo 
y la orientación sobre la recta, definida por el origen y el extremo del 
vector, determina el sentido de este último. Todos los vectores situados 


P 


0 


Fioura 1 


sobre una misma recta o rectas paralelas tienen la misma dirección. Sobre 
cada recta hay dos sentidos opuestos, 

Toda magnitud vectorial puede representarse por un vector, cuya 
longitud sea proporcional a la intensidad y cuya dirección y sentido sean 
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los correspondientes a la magnitud. Por ejemplo: la figura 1 representa 
un vector Á cuyo origen es el punto O y el extremo el punto P. 

Der. 4: Se llama módulo de un vector a la longitud del segmento 
orientado que lo define. 

El módulo de un vector es siempre un número positivo. Si el vector 
es Á=0OP, el módulo se representa por cualquiera de las tres maneras 
mód A=|A|=]|0OP]|. 

Cuando el módulo es nulo el segmento se reduce a un punto y no 
puede hablarse de vector, puesto que faltan la dirección y el sentido. Sin 
embargo, por comodidad de expresión en muchos enunciados, se con- 
viene en definir como vector nulo al que tiene su módulo igual a cero. 

Para indicar un vector se usa muchas veces una flecha encima, 


ES — 

así Á o bien OP. Otras veces se utilizan letras góticas o negritas. 
Nosotros seguiremos este último criterio, excepto en los casos en que se 
desee poner de manifiesto el origen y el extremo, en los cuales pondre- 
mos simplemente OP, sin flecha superior. 


3. Igualdad de vectores. 


Der. 5: Dos vectores se dicen iguales cuando tienen el mismo mó- 
dulo y la misma dirección y sentido, 


Froura 2 


Así, los vectores A y B de la figura 2 son iguales, lo cual se escribe 
A=B. 

Con este criterio de igualdad, todos los vectores pueden ser tras- 
ladados de manera que tengan un mismo origen O. De esta manera 
cada vector y todos sus iguales tendrán un solo representante como vector 
de origen O. 


Algunos autores llaman equipolentes a los vectores que hemos de- 
finido como iguales. 


La definición que hemos dado de igualdad es admisible, pues ella cumple 
las tres propiedades que se exigen a toda definición de igualdad entre elementos 
de un conjunto, a saber: 
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a A=A (propiedad reflexiva) ; 

b) SiA=B,es B=A (propiedad simétrica); 

e) SiA=B y B=C, es A=C (propiedad transitiva). 

Sin embargo, estas propiedades no caracterizan la definición dada de igual- 
dad: se podrían dar muchas otras sin dejar de cumplirse esas propiedades. Por 
ejemplo: “Dos vectores son iguales cuando tienen la misma dirección”, “dos 
vectores son iguales cuando tienen el mismo módulo”, “dos vectores son iguales 
cuando la recta que los contiene corta a un plano fijo del espacio en un mismo 
punto”, etc. De todos modos las tres propiedades mencionadas eliminan a otras 
definiciones que no serían admisibles. Por ejemplo: “Dos vectores son iguales 
cuando sus direcciones son perpendiculares”; esta definición no sería admisible, 
por no cumplirse la propiedad transitiva, 


4. Vectores deslizantes y vectores fijos. La definición anterior de 
igualdad corresponde a los que se llaman vectores libres. Como en todo 
el cálculo vectorial son éstos los que más interesan, y, por otra parte, las 
reglas de cálculo son las mismas para todos, hemos prescindido de este 
agregado; en todo el texto, al decir simplemente “vector” sobrentende- 
remos que se trata de lo que algunos autores llaman “vectores libres”. 

Se hace esta distinción para permitir considerar los llamados vec- 
tores deslizantes y los fijos, los cuales se distinguen únicamente por ser 
distinta la definición de igualdad adoptada. 

Así, se llaman vectores deslizantes aquellos que únicamente son igua- 
les cuando tienen el mismo módulo, la misma dirección y sentido y, ade- 
más, actúan sobre una misma recta. Por ejemplo, los vectores de la 
figura 2, considerados como vectores deslizantes, no son iguales. Para 


Figura 3 


que sean iguales deben estar sobre una misma recta, por ejemplo los 
OP y O'P' de la figura 3. 

Los vectores fijos son aquellos que únicamente son iguales cuando 
tienen el mismo módulo, igual dirección y sentido y, además, el mismo 
origen. Así, los vectores de las figuras 2 y 3, considerados como fijos, 
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no son iguales; para que lo fueran deberían tener el mismo origen y 
por tanto estar representados por el mismo segmento orientado, 

Obsérvese que las definiciones de igualdad para los vectores desli- 
'hantes y fijos cumplen también las tres propiedades (reflexiva, simétrica 
y transitiva) que mencionamos para los vectores libres. 

Las fuerzas son el ejemplo típico de vectores deslizantes, puesto que 
wu efecto no cambia si se trasladan sobre la recta que las contiene, pero 
varía si se aplican sobre otra recta paralela. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si OP y OP, son dos vectores iguales, pero no coinci- 
dentes, los vectores OO, y PP, son también iguales. 

2. Si OP y O:P, son dos vectores iguales, no coincidentes, buscar la con- 
dición para que: a) Los vectores PO, y OP, sean perpendiculares entre sí; b) 
los vectores PO, y OP, tengan el mismo módulo. 

3. Sean OP y OP: dos vectores del mismo origen que forman entre sí un 
ángulo de 60* y tienen por módulos 2 y 3, respectivamente. Hallar el módulo 
del vector que une los puntos medios de los segmentos OP y OPs. 

4. Dado un tetraedro regular de arista a, hallar el módulo del vector que 
une un vértice con el baricentro de la cara opuesta (altura del tetraedro). 


2, COMPONENTES Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR 


1. Componentes de un vector. Supongamos en el espacio un sis- 
tema de coordenadas cartesianas ortogonales de origen O y ejes x,),2.+ 


Fioura 4 


Bean Pa (x1,Y1,%1) , Pa (%a, Ya, 22) el origen y el extremo de un vector 


dado A (fig. 4). 
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Der. 1; Se llaman componentes de un vector A respecto del sis- 
tema (O; x, y, 2) a las proyecciones de A sobre los ejes, o sea, a los 
números 
(1) 4 A) MEYNYAs MR A A 

En general pondremos A (a,, az, as) para indicar que 0, , 42, ds 
son las componentes del vector A. 

Observemos que estas componentes son números que pueden ser 
positivos o negativos. Hay que tomarlos siempre tal como se definen en 
(1), es decir, como diferencia entre las coordenadas del extremo del 
vector y las coordenadas del origen, Así, por ejemplo, dos vectores 
opuestos (de igual módulo y dirección, pero de sentidos opuestos) tienen 
las componentes iguales en valor absoluto, pero de signos contrarios. 

Como consecuencia de la definición anterior y de la definición gene- 
ral de igualdad de vectores (1,3) * se deduce: dos vectores iguales tienen 
las mismas componentes en cualquier sistema de coordenadas. 

Como resulta de la figura 4, el vector A es la diagonal de un para- 
lelepípedo recto cuyas aristas son a,, az, as. Por tanto, llamando 
a=|A| (1.2) al módulo de A, se verifica 


(2) a=vya? +a? +as? 
expresión que se toma siempre positiva y que nos da el módulo de un 
vector en función de sus componentes. 


Nota. Puede tener interés hallar los vectores cuyas componentes y 
cuyo módulo son números enteros. Hay que resolver en números enteros la 
ecuación *= aj? + ay + as, o bien, poniendo u=a/2, v=w%/a, w=a/a, 
resolver en números racionales la ecuación 
(3) v+d+o=1. 

Para ello, observemos que una solución trivial es u=1,v=0,w=0. 
Poniendo entonces 


(4) 


la ecuación (3) nos da 


(+0 + goe+roe=1 


de donde 
ETE 
y por tanto 
2 2p4 2pr 
(5) u=i- 


o 

En consecuencia, poniendo 
(6) A 
resulta: 


.d+r 


* Con mun indicaremos (en ese orden) el APARTADO m, FÓRMULA mn y con mon el 
AVARTADO m, BUBArARTADO 21. P. ej, 1.3 y 1.3. 
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1) a=P9+r=P, a=-29), a=-—2pr. 


Entas expresiones, si p, q, r toman valores enteros cualesquiera, darán siem- 
Ns componentes de un vector cuyo módulo será también un número entero. 
'Wor ejemplo, prescindiendo del signo, que es inesencial, se tiene: 


(b=1,qa=1, : a 
(M=1,q=1, : , 
(M=l,q=2, ¿04=12, 4=4,4=6, 


(Mad, = 2) a=1,04=4, 4=8, 
La explicación geométrica del método seguido es la siguiente: (3) repre- 
mn ina esfera cuyos puntos racionales hay que hallar. Conociendo uno de ellos, 
(1,0, 0) , cualquier otro se obtendrá cortando la esfera con rectas que pasen 
por P y tengan sus cosenos directores racionales. Las ecuaciones generales de 
Ontas rectas son las (4) y su ulterior intersección con la esfera es el punto (5). 
Dis ecuaciones (5) pueden también considerarse como las ecuaciones paramétri- 
ens de la esfera (3). De aquí se deduce que las expresiones (7) no sólo dan 
klemp“e soluciones del problema, sino que dan todas las soluciones posibles. 


Ejemplos: 

1, Las componentes del vector cuyo origen es el punto P, (— 1,0, 2) y el 
extremo el punto Ps (2,—3,—5) son a4=3,0=-—3, 4=—7. 

2. El módulo del vector de origen Pa (20,12,5) y extremo Pa (—2,—8, 
9) vale 

a=V(-2+20+4P=30. 

3. Los vectores situados en planos paralelos al x,y tienen nula su pro- 

yección sobre el eje z y por tanto nula su tercera componente. 


4. Los vectores de componentes (—3, 1, 2) y (3, —1,—2) tienen la 
misma dirección y sentidos opuestos. 


2. Cosenos directores de un vector. 


Der. Se llaman cosenos directores de un vector, respecto de un 
sistema de coordenadas ortogonales (O ; x, y, 2) , a los cosenos de los 


Ángulos que el mismo forma con el sentido positivo de los ejes coor- 
denados. 
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Los ángulos hay que tomarlos entre 0? y 180%, de manera que los 
cosenos directores pueden ser positivos o negativos. 

Si los ángulos del vector A (a, , az, as) con los ejes los represen- 
tamos por a, $, y, los cosenos directores se deducen de las fórmulas 
(8) 44=ac0s0, a =acosf, a =acosy, 
que expresan que la proyección de un segmento sobre un eje, es igual 
a la longitud del segmento por el coseno del ángulo que el mismo forma 
con el eje (fig. 5). 

Si elevamos estas igualdades al cuadrado y las sumamos miembro a 
miembro, teniendo en cuenta (2) resulta 


(9) cos* a, + cos? $ + cos? y = 1 
que es la relación fundamental que liga los cosenos directores de un 
vector. 

De (2) y (8) se deduce también que 


(10) cosa= a ES E 
VaFrarra? VaFrarra? 
cosy=—— » 


vaj+a2+as 
es decir, conocidas las componentes de un vector se puede calcular tanto 
su módulo como sus cosenos directores (con los cuales queda determi- 
nada su dirección y también su sentido). Es decir: un vector queda 
completamente determinado (módulo, dirección y sentido) por sus com- 
ponentes. 


Ejemplos: 
1. Si las componentes de un vector son 1,-—1, 2, sus cosenos directores 
serán: cosa =1//5, cosB=-— 1/46, cos y =2/V6. 
2. Si el módulo de un vector es a = 5 y sus cosenos directores son 
(— 1/9, 4/9, 8/9) las componentes serán a =— 5/9, aa = 20/9, as = 40/9 


3. Según la nota del subapartado anterior, para obtener cosenos directores 
que sean números racionales, bastará dar valores enteros cualesquiera a p, q, 7 en 
las fórmulas (6), (7) y luego las fórmulas (10) darán cosenos directores ra= 
cionales. Por ejemplo, para p=1, q =—1, r=2, resulta a =4, 
m=2, 44=-—4 y por tanto cosa=2/3, cosp=1/3, cosy=-—2/3. 


3. estos parsldos. Si dos vectores A (a,,a2,as) y B(b,,bs, 
bs) son paralelos y del mismo sentido, tendrán los mismos cosenos di- 
rectores y por tanto, junto con (8), tendremos 
(11) bi=bcosa, ba=bcosB, ba=bcosy. 

Si son paralelos y de sentidos opuestos, los ángulos que forman con 
los ejes difieren en 180? y los cosenos directores resultan iguales pero de 
signos opuestos. Por tanto. en vez de (11) tendremos 
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(12) bi==bcosa, b==bcosf, bs==bceosy, 
'De (8) y (11) o de (8) y (12) se deduce 


vuliendo el signo + en el primer caso y el — en el segundo. 

Recíprocamente, si estas condiciones se cumplen, dividiendo (8) 
'por las igualdades análogas escritas para el vector B, los cosenos direc- 
lores resultan proporcionales, y como en ambos casos se cumple la 
condición (9) deberán ser iguales en valor absoluto y por tanto los 
vectores paralelos. Resulta por consiguiente: 

'Tror. 1: La condición necesaria y suficiente para que dos vectores 
sean paralelos es que sus componentes sean proporcionales, es decir, 


(19) %_4%_4 


Si el valor de estas igualdades es positivo, los vectores tienen el mis. 
Mo sentido y si es negativo tienen sentidos opuestos. 


Ejemplo: 


Los vectores A (2, —4, 6) y B(—1,2, —3) son paralelos y de sen- 
tidos contrarios, puesto que la razón de sus componentes homólogas es constante 
e Igual a — 2 (negativa). En cambio los vectores A (—9,6,3)yB(—3,2,1) 
son paralelos y del mismo sentido, puesto que la razón de sus componentes ho- 
mólogas vale 3 (positiva). 


4. Angulo de dos vectores. Sean A (a;, az, as) y B (bs, ba, ba) 
dos vectores dados. La proyección de B=OR sobre la recta que con- 


FiGura 6 


tiene A será igual a la proyección de la poligonal OPQR (fig. 6) 
«que tiene los mismos extremos y cuyos lados son precisamente las com- 
ponentes b,, ba, ba. 
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Por tanto, llamando 0 al ángulo que forman los dos vectores A y B 
y a, P, y a los ángulos de A con los ejes, será 


b cos 0 = b, cos a + ba cos $ + by cos y 
o bien, según (8) 


(14) cos 9 = Ad 4 aba + aba 


ab 


que es la fórmula que permite calcular el ángulo entre dos vectores 
dados por sus componentes. 
Para 0 = 1/2 debe anularse el numerador de (14) . Por tanto: 


Tror. 2: La condición necesaria y suficiente para que los vectores 
A y B sean perpendiculares es que entre sus componentes se cumpla 
la relación 


(15) abi+ajb+tajbi=0. 


Ejemplos: 

1. El ángulo entre los vectores A(—1, 0, 1), B(2, 1, —3), según 
(14) será $ 
=2"-3 


vz vi4 2v7 
2. Los vectores A(3, —1, 2) y B(—2, 4, 5) son perpendiculares, 
puesto que se cumple (15), o sea, —-6—4+10=0 

3. Sean los puntos A de coordenadas (—1, 3, 2) y B de coordenadas 
(2, —1, —2). Se desea calcular el ángulo AOB, siendo O el origen de 
coordenadas. 

Se trata del ángulo entre el vector OA de componentes (—1, 3, 2) y 
el OB de componentes (2, —1, —2). Por tanto, según (14), es 


cos 0 = 


2-34 3 
cos 0 = =- 
viA y9 vi 
EJERCICIOS 
1. Hallar el módulo del vector de origen P (20, —5, 8) y extremo 
P,(-4,-—3,2). 


2. Un vector tiene un módulo «=13 y sus dos primeras componentes 

son a:=3, m=4, ¿Cuál es la tercera componente? 
; 3. Un vector de módulo 5 tiene las tres componentes iguales. ¿Cuánto 

valen? 

4. ¿Cuál es la condición para que un vector esté en el plano y, 2 ? 

3. Hallar los cosenos directores del vector de componentes (1, —1, 3). 

6. Un vector forma ángulos iguales con los tres ejes coordenados. Hallar 
sus cosenos directores. Suponiendo que tiene módulo igual a 5, ¿cuáles serán 
sus componentes? 

7. Hallar los cosenos directores de un vector situado en el plano x, y cuya 
dirección es la de la bisectriz del cuadrante x*, —y. 

8. Hallar los cosenos directores de los vectores paralelos al eje £. 

9. Hallar las componentes del vector de módulo 2 situado en el plano x, y 
que forma un ángulo de 30” con el eje x. 


3. ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE VECTORES 


10. Sea el vector de componentes (1/3, — 2/3, 2/3) . Hallar las com- 
“púnentes del vector de módulo 5 que tiene la misma dirección y sentido. 

11. Demostrar que los segmentos que unen los puntos medios de los lados 
Aucerivos de un cuadrilátero cualquiera forman un paralelogramo, 

2, Calcular el ángulo que forman dos diagonales de un cubo. 


3. ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE VECTORES 


1. Adición de vectores. Para sumar dos vectores A (a; , az, ay) 
y B (b,, ba, bs) se procede de la siguiente manera. A partir del ex- 
tremo A se lleva el vector B; y el vector cuyo origen es el origen de A 


Py 


A 


FIGURA 7 Fioura 8 


y cuyo extremo es el extremo de B, una vez así colocado, es el vector 
suma A +B- (fig. 7). 

Al mismo resultado se llega tomando A y B con el mismo origen O 
y definiendo la suma como la diagonal que pasa por O, del parale- 
logramo construido sobre A y B (fig. 8). 

Proyectando la poligonal formada por los vectores A, B y A+B 
sobre los ejes coordenados, resulta que las componentes del vector suma 
A-+B on la suma de las componentes de los vectores A y B. Por 
ejempl , al proyectar sobre el eje x (fig. 9) la componente de A+B es 
PPP, Pa + P¿P¿= a +b,. 

Se puede por tanto establecer la siguiente 

Der. 1: El vector suma de otros dos A (a,, a», as) y B (b1, da, ba) 
es el vector que tiene por origen y extremo, respectivamente, el ori- 
pen y el extremo de la poligonal obtenida llevando un vector a con- 
tinuación del otro. 

Las componentes del vector suma son las sumas de la compo- 
nentes, o sea, BA » 


De esta definición se deduce que la adición de vectores es con- 
mmitativa: 


A+B=B+A. 
De la figura 7 se deduce inmediatamente que si llamamos s al 
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módulo de la suma A+B y a, b a los módulos de los sumandos, es 
*=a+b*—2abcos0 
siendo 0 el ángulo entre los dos vectores. 
Por otra parte, puesto que los vectores A, B y A+B resultan 
lados de un triángulo, se cumple la desigualdad 
[A+B|=|A]+|B] 
valiendo el signo igual únicamente en el caso de ser 0 =0. Es decir: 
el módulo de la suma de dos vectores es siempre igual o menor que la 


FIGURA 9 


suma de los módulos de los sumandos, siendo igual únicamente en el 
caso de tener los vectores la misma dirección y sentido. 


Ejemplos: 

1. La suma de los vectores A(—3, 1, —2) y B(0, —3, 5) es el 
vector de componentes (—3,—2, 3). 

2. La suma de dos vectores opuestos es el vector nulo, 

3. Sea A un vector fijo y B un vector de módulo fijo pero de dirección 
variable, Discutir, gráfica y analíticamente, los intervalos en que puede variar 
la dirección de B para que el módulo de la suma A+ B sea mayor que el mó» 
dulo de A. Análogamente para que sea menor que el módulo de A. 


2. Sustracción de vectores. Dado un vector B (b,, b,, ba) se rez 
presenta por — B al vector opuesto, es decir, al que tiene el mismo mó- 
dulo y la misma dirección, pero sentido contrario. Las componentes 
de —B son —b,,—b¿,—by. 
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Dur, 2: La diferencia A—B de dos vectores es igual a la suma 
del vector A y del vector — B, opuesto a B. 
"Por tanto, las componentes del vector diferencia A—B son las 
diferencias de las componentes, o sea, 
ab, dbz, abs. 
Para verificar geométricamente la diferencia A— B procederemos 
como en el caso de la suma, tomando —B en vez de B. Las figuras 


Ficura 10 Fioura 11 


10 y 11 son las análogas a las figuras 7 y 8 para este caso de la dife- 
rencia de vectores. 

Obsérvese que la diferencia es la operación inversa de la suma, es 
decir, de A—B=C, se deduce A=B+C. 


3. Suma algebraica de varios vectores. Puesto que restar el vec- 
tor B es lo mismo que sumar el vector —B, cuando se tengan varios 
vectores que haya que sumar o restar entre sí bastará siempre consi- 
derar únicamente el caso de una suma A+ B+C+...+E. 

Para verificar geométricamente esta suma basta llevar sucesiva- 
mente estos vectores, de manera que el origen de cada uno coincida con 
el extremo del precedente. El vector que une el origen del primero A 
con el extremo del último E, es el vector suma (fig. 12), 

En particular, si los vectores A, B, ..., E forman una poligonal 
cerrada, el vector suma tiene su origen y extremo coincidentes; es 
decir, es el vector nulo (1.2). 

Analíticamente, el vector A+ B + C+-+».+E es el que tiene 
por componentes las sumas a, +b¿+c,+--« Fe, 4 +b¿+ 0 + 

sE ey, 04 + bs + cs +... + es de las componentes respectivas. 
Do aquí que la adición de vectores cumpla las propiedades conmutativa 
y asociativa de la adición ordinaria entre números reales, 
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4. Producto de un vector por un escalar. Sea A(a,, az, a) un 
vector y A un escalar, o sea un número real cualquiera. 


Der, 3; Se llama producto 1A (igual a A1) del vector A por 
el escalar A al vector que tiene: a) el módulo igual al producto del 


* 
Sy 
Y, 


A 


Fioura 12 


módulo de A por el valor absoluto de A; b) la misma dirección que 


A.; c) el mismo sentido que A si 2 es positivo y el sentido opuesto si A 
es negativo. 


Las componentes del vector AA son, por tanto, 
da, dar, hay. 
Por ejemplo, la figura 13 representa los vectores A, —2A, 3A% 
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FicGurA 13 


Es interesante observar que, según la definición, si a=|A]| y 
tomamos A=1/a2, el vector 


A 
(1) => 
a 
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her un vector de módulo unidad y de la nvisma dirección y sentido 
que A. 

Dux. 4: Los vectores de módulo unidad se liaman versores. 

A cada vector A corresponde el versor (1) que tiene la misma di- 
rección y sentido. 

Si dos vectores A, B tienen la misma dirección, llamando 4 al 
cociente de los módulos a/b con signo positivo o negativo según que 
ambos vectores tengan la misma o distinta dirección, según la def. 3 
será A=1B, que puede escribirse 

A 
(2) 5 A. 

De esta manera queda definido el cociente entre dos vectores de 
igual dirección; su valor es el escalar % antes definido. En cambio, el 
cociente entre vectores de direcciones diferentes no se puede definir. 


5. Versores fundamentales. Descomposición canónica de un vector. 
Sea (O; x, y, z) un sistema de coordenadas ortogonales (fig. 14). 


Figura 14 


Sobre cada uno de los ejes y con el sentido coincidente con el sen- 
tido positivo de los mismos, consideremos respectivamente los versores 
1, J, K. Sus componentes son 
1(1,0,0), J(0,1,0), K(0,0,1) 
y se llaman versores fundamentales. 
Todo vector A (a, , az, as) puede escribirse en la forma 
(3) A=al+aJ]+0aK 
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puesto que, en efecto, según las reglas de adición de vectores y de mul- 
tiplicación de los mismos por un escalar, el vector del segundo miembro 
tiene por componentes a,, az, as , €s decir, es el vector A. 

Esta descomposición de un vector como suma de tres vectores en 
la dirección de los ejes coordenados es muy importante y útil. La lla- 
maremos descomposición canónica de un vector. 


6. Descomposición de un vector por sus componentes según tres 
direcciones dadas. La descomposición canónica (3) es un caso parti- 
cular de otra descomposición más general, 


Fioura 15 


Sean E, G, H tres vectores no paralelos a un mismo plano y A 
otro vector cualquiera. Proyectando A sobre cada uno de los vectores 
» G, H paralelamente al plano determinado por los otros dos y lla- 
mando A,, Az, As a los vectores obtenidos como proyección, resulta 
A=A, +A, + As. Porotra parte, siendo A, un vector que tiene la 
dirección de E, es A, = PE siendo p un escalar (igual al cociente 
entre los módulos de A, y de E con signo + si estos vectores tienen el 
mismo sentido y signo — si tienen sentidos opuestos). Análoggmente es 
“=4G y As=rH, siendo q,r escalares. 
Resulta así 
(4) A=pE+9G+rH. 
Se puede por tanto enunciar: 


TEoR. 1: Dados tres vectores E,G,H no paralelos a un mismo 
plano, todo otro vector A Puede escribirse en la forma (4), es decir, 
es una combinación lineal de ellos. 
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Los escalares fp, q, r se llaman componentes de A según la terna 
de vectores E, G, H. 


7, Baricentro de un sistema de masas. Por comodidad representaremos en 
este subapartado a los vectores por las dos letras que indican su origen y su 
extremo, Por ejemplo, si O, O”, P. son tres puntos, la igualdad 
0'0 + 0P =0'P 
indica que el vector O'O , sumado con el OP, da el vector O'P. (fig. 16). 
Supongamos un conjunto de n puntos Py (i=1,2,3,..., 1). Tome- 


0 0 
Fioura 16 


mos un punto cualquiera O del espacio. Dados m números reales cualesquiera 
A formemos el vector OG definido por 


(5) 0G=Y1,0P, . 
1 


Queremos ver la condición que deben cumplir los 2 para que el punto 
(, extremo del vector OG, sea independiente del punto O, es decir, sea el 
mismo cualquiera que sea el punto O elegido para formar la suma (5). Para 
ello, si O” es otro punto cualquiera, deberá ser también 


4 
(6) O0'G=X1 O'P,, 
+ 
o bien, siendo 0'G=0'04+0G , O'P:=0'0'+0P,, 


0'0+06=%10'0+%1.0P,=0'0 31406 
z E A 
de donde 
A 
(7) Eh=1. 


Recíprocamente, si esta condición se cumple, el extremo del vector definido 
por el segundo miembro de (6) es el mismo punto G. Por tanto se tiene 

'Tuor, 2: Dados n puntos Pi y n números reales lu, la condición necesaria 
y ante para que el punto G definido por la ecuación (5) dependa únicamente 
dle los puntos P, y de los números dx, pero no del punto O, es que se cumpla 
la condición (7). 

Consideremos ahora un sistema de masas puntuales me colocadas respec- 
Iivamente en los puntos P,. Para deducir de este sistema un punto G que de- 
venda únicamente de los puntos P, y de las masas ms, bastará tomar 
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2 . 
(8) hkh=— con m=Xm; 
m 1 


Puesto que entonces se cumplirá la condición (7). 
Esto justifica la siguiente 
Der. 5: Dado un sistema de masas m, colocadas respectivamente en los 
puntos Pe, se llama baricentro del sistema, al punto G definido por la igualdad 
1, A 
(9) OG=—Em,O0P, , m=3m, 
mi 1 
el cual es independiente del punto O. 
En particular, tomando por O el mismo baricentro G , se verifica la relación 


(10) 3 m, GP,=0. 
1 


Si todas las masas se suponen iguales, el punto G se llama baricentro del 
sistema de puntos P, y está definido por 


la 
(11) 0G=— Y OP+ 
ni 


y también es independiente del punto O que se tome. 

8. Coordenadas baricéntricas. Sean Ps, Pa, Pa, Pa cuatro puntos fijos 
del espacio que no estén en un mismo plano. A cada cuaterna de números 
reales 'Ay que cumpla la condición (7), la igualdad (5) hace corresponder un 
punto bien determinado G. Recíprocamente, dado un punto G, según (4) 
está determinada la descomposición 

OG =p OP: + q OPa +1 OP, 


OPa= px OPa + qu OPa + 14 OPs 

Multiplicando esta segunda igualdad por A y restando de la primera resulta 
(12) 0G= (9 —2p1) OP. + (9 — 23) OPa + (1 — hrs) OPs + 2 OPa. 

La condición p+-9+r—2 (M4 q +1 — 1) =1 determina univoca- 
mente A, con cuyo valor (12) toma la forma (5). Es decir, dado ww punto 
cualquiera G, se tiene bien determinada la descomposición OG en la forma (5) . 

Der, 6: Dados cuatro puntos fijos Ps, Pa, Ps, Pa del espacio, que no 
estén en un mismo plano, los cuatro números A ligados por la relación 
di + da +2 + 2 = 1 que figuran en la ecuación (5) se llaman coordenadas 
baricéntricas del punto G respecto del sistema de coordenadas formado 
los puntos P,. 

Para el caso del plano la definición de coordenadas baricéntricas es com- 
pletamente análoga, con tal de tomar como sistema de coordenadas tan sólo tres 
puntos Ps (no alineados) en lugar de cuatro, 


EJERCICIOS 


1. Dados los vectores A (3, —2,0),B(5,—1,—4),C(=4,3,1), 
D(0, 0, 1) hallar las componentes de los vectores A +B=QU-D; 
A=D+C, A-B+D-—C, A—-2B+3C,3A—B-2C+4D. 

2. Dado el vector fijo A y un vector B de igual módulo que A pero de 
dirección y sentido variables, discutir la diferencia de módulos |A — B| — |A| 
viendo en qué casos es mayor, igual o menor que cero. 

3. Los vectores A y B forman entre sí un ángulo de 45” y el módulo 


y también 
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A vale 3. Hallar cuál debe ser el módulo de B para que A—B sea 
pendicular a A. 

1 4. En el mismo problema anterior hallar el módulo de B para que 
"AEB forme con Á un ángulo de 302. 

5. Demostrar que |A+B|<|A|+1B] y [Al—IBI<|A—Bl- 
, 6. Dados en el plano x, y los vectores cuyo origen común es el origen 
0 “coordenadas y cuyos puntos extremos son respectivamente Pa (0, 1), Pa(—1, 
4 A Pa (2, —1) construir gráficamente los vectores OP, — OP, — OPa, 
OB, + OP.— 20P., OP,—20P,+30Ps. 

%. Dados cuatro vectores A, B, C, D en el plano, construir gráfica- 
“mente la suma A + B— C + D y comprobar: a) La propiedad conmutativa 
A+B-C+D=A+B+4D—-C=A—C+D+B; b) La propiedad 
asociativa A+ B—C+D=(A+B) — (C—D) =A+(B-C*+D). 

8. Se tienen tres vectores A, B, G con el origen común O . ¿Cuál es la 
condición para que O y los extremos de los vectores sean vértices de un 
paralelogramo? 

9, Demostrar que si A, B, C son vectores no paralelos a un mismo 
plano y se cumple la condición «A + PB + YG= 0, debe ser =P =Y=0. 

10. Dado un triángulo P,PaPa y un punto cualquiera G de su plano, 
llamando Qs a los puntos en que los vectores P+G cortan al lado opuesto a 
Pa, probar la relación 


Q6 Q6 Q6 
+ + 
QiPi  QiPa  QuPs 


11. Probar: a) El centro 1 del círculo inscripto al triángulo PiPa Pa 
entá dado por 


=1l. 


1 
ya [a OP, + bOPa + cOPs] 


kendo a,b, ce los lados y 24 =4 + b+0. 
b) El centro del círculo circunscripto es 


1= 2 tísen 2 a) OP. + (sen 2 B) OPa + (sen 2 1) OPA] 
> 


alendo ss = sen2a + sen2f + sen2y (a, B, Y son los ángulos interiores 
del triángulo). 


e) El baricentro G es 
1 
a 10 ORO a 


Yin todos los casos O es un punto cualquiera del plano. 

12. Si en un tetracdro ABCD dos pares de aristas opuestas son per- 
pendiculares, demostrar que también las aristas que forman el tercer par son 
perpendiculares entre sí. 

13. Dado un tetraedro ABCD probar la relación 

(D— 4) (BC) + (D—B)(C— 4) + (D—C)(4—B)=0. 

14, Demostrar que para hallar el baricentro de un sistema de masas se 
«len sustituir varias de ellas por su baricentro, suponiendo en Él una masa 
mia la suma de las masas de los puntos correspondientes. 

15. Si G es el baricentro del sistema de masas my colocadas en los puntos 
Py, demostrar la llamada relación de Stewart: 
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2 moOP*=m0G + E m, GP? 
siendo m= X m. 
16. Con la misma notación anterior probar que 
mOC=mXEmOP-— Y mimyP,P?. 
. .s 


17. Buscar 0, 0, d, de manera que los vectores 
al+aJ+aoK, 21—3J4+5K, —14+2J-K 
sean linealmente dependientes, o sea que resulten coplanares al llevarlos a 
partir de un origen común. 

18. Demostrar que con segmentos iguales y paralelos a las medianas de 
un triángulo cualquiera sc puede formar otro triángulo. Probar que el teorema 
sigue siendo cierto si se sustituyen las medianas por los segmentos que unen los 
vértices del triángulo con los puntos que dividen al lado opuesto en una tazón 


a. 
19. Sea O un punto del plano del triángulo MN P. Si M',N',P" son 
los puntos medios de sus lados, demostrar que 
OM + ON + OP = 0M' + ON' + OP" . 


4. PRODUCTO ESCALAR Y PRODUCTO VECTORIAL 


1. Producto escalar. 

Der. 1: Se llama producto escalar o interno de dos vectores A, B 
al escalar obtenido como producto de los módulos de A y B por el 
coseno del ángulo formado por los dos vectores, / 

Indicaremos el producto escalar con un Punto, de manera que será 
(1) A.B=|A]|B|cos0=4b cos 0 
siendo 0 el ángulo que forman los dos vectores y 2, b sus módulos, 

Como consecuencias inmediatas de la definición se tiene: 


a) El producto escalar es conmutativo: 
AB=BA. 
b) La condición necesaria y suficiente para que dos vectores sean 
perpendiculares es que su producto escalar sea nulo, 
De (1) y (2.14) se deduce: 
e) Mediante las componentes de los vectores A, B su producto 
escalar se expresa 
(2) AB=ab,+ab,+a,bs. 
De aquí se deduce: 
(3) A.(B+C) =4, (b, +01) +0, (b¿ +05) + as (b+ 63) = 
=A.B+A.C 
es decir; 
d) El producto escalar tiene la propiedad distributiva, 


Tanto de (1) como de (2) se deduce que A.A=A?= e? y por 
tanto el módulo de un vector se Puede expresar 
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a=|A|=vVM 

muchas veces útil. Obsérvese que en el último miembro no se 
simplificar la raíz con el exponente, pues YA? es el escalar a 
mbio Á es un vector. 

Para los versores fundamentales 1, J, K, siendo de módulo 
y perpendiculares entre sí, resulta 

P=)=K=1, 1.J=].K=K.I=0. 

la notación del producto escalar, el ángulo 0 entre dos vecto- 


lo ab 
> según (2) es la misma fórmula 2.14 ya encontrada. 
7 d 


e Ficura 17 


proyección OB" del vector B sobre el vector A (fig. 17) vale 
bcos0, o sea q 


o0Br=—=. 
a 


profucta escalar de 


=1-9=- 


dp Le SAR ISA ps e 


Ficura 18 


“Bl ángulo que forman los vectores anteriores, según (6) se calcula 
la: fórmula cos 0 == 8/V15%. 
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3. Sea el rombo construido sobre los vectores A » B de igual módulo a => 
(fig. 18). Los vectores formados por las diagonales son A. +ByA-B. 
Siendo (A + B).(A — B) = A' — B*= 0, resulta: las diagonales de un 
rombo son perpendiculares. 

4. Sca un triángulo rectángulo ABC (fig. 19). Con las notaciones in- 
dicadas en la misma figura es B=—As + H, C=A, + H. Sustituyendo 
estos valores en la igualdad B.C = 0 (que expresa que estos dos vectores son 
perpendiculares), resulta 

CA +H).(A)+H) =-— AA+ HP =0 
P sea, pasando a los módulos, resulta la propiedad elemental AH* = BH.HC. 


A AC 
Ficura 19 


5. De (1) y (2) se deduce inmediatamente la llamada desigualdad de 
Cauchy: 


; - 
Fabi<(ZaAE des 
válida para dos ternas de números (as, as, 4s) , (ba, bs, bs) cualesquiera. 


2. Las dos orientaciones del espacio. Consideremos los dos trie- 
dros de la figura 20. Se ve fácilmente que no puede llevarse uno de 
ellos a coincidir con el otro de manera que coincidan los ejes del mismo 
nombre, inclusive con su orientación. 

En efecto, si se hacen coincidir los orígenes y los ejes x, y de modo 
que se superpongan las partes positivas con las positivas, los sentidos 
de los ejes 2 resultan opuestos. Se dice que estos triedros tienen dis. 
tinta orientación. 

Para distinguir ambas orientaciones/se intryduce la siguiente 

Drr. 2: Un triedro (O; x, y,-x), con las tres aristas dadas en 
el orden indicado x, y, z, se dice -que es positivo o directo cuando co- 
locando un tornillo (o un sacacorchos) normalmente al plano x,y y 
girando de la parte positiva del eje x hacia la parte positiva del eje y, 
el tornillo avanza hacia la parte positiva del eje z. 

En caso contrario el triedro se llama negativo o mverso. 

Según esta definición, el triedro de la figura 20 a) es directo y el 
de la 20 b) inverso. 
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nición se aplica igualmente a todos los triedros con los ejes 
“aunque no sean ortogonales. Basta, para que sea positivo, 
lo, en las condiciones dichas, avance hacia el lado del plano 


Y z 


y 
FicuraA 20 


nado por x, y que contiene al eje z. Por ejemplo, el triedro a) 
21 es directo y el b) inverso. 
- "También se deduce de la definición que deformando un triedro 
continua (o sea, modificando con continuidad las direcciones 
ejes), solamente podrá pasar de directo a inverso a través de una 
en que los tres ejes estén contenidos en un mismo plano. 


2 2 
Eds x 
a) x y b) 


FicurA 21 


| b Cuando se da un sistema de ejes coordenados fijo, al cual se refiere 
todo el espacio (al que llamaremos sistema fundamental de referencia), 
40 puede decir que se ha fijado una orientación al espacio, entendiendo 
por tal la orientación de dicho triedro. 


rio, el triedro es inverso. 
io criterio es el de los tres dedos: colocando los dedos pulgar, índice y 
mayor de la mano derecha de manera que formen triedro, tomado en el orden 
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“mayor, pulgar, índice” se tiene un triedro directo. Cualquier otro que se pueda 
superponer con él también será directo. En caso contrario será inverso. 


3. Vectores axiales o pseudovectores. A veces, en la definición 
de un vector, interviene la orientación del espacio, de manera que cam- 
biando ésta cambia el sentido del vector. Tales vectores, por tanto, no 
quedan definidos de manera independiente del sistema de coordenadas 
al que se supone referido el espacio, particularidad fundamental de los 
vectores ordinarios que hemos considerado hasta ahora. 

Consideremos por ejemplo el momento de un vector deslizante res- 
pecto de un punto. 

Sea un punto fijo O y un vector deslizante A de origen P y extremo 
Q (fig. 22). Decir que A es un vector deslizante significa, como ya 
sabemos (1.4) , que sólo se considerarán iguales a él los que resulten de 
un desplazamiento sobre la recta r que lo contiene. 


M 


EN 13 
ES - 
O Q 

>> A 

Pi 

Frovna 22 


Se llama momento de A respecto del punto O. al vector perpendi- 
cular al plano determinado por O y r, cuyo módulo es igual al pro- 
ducto de A por la distancia k de Ó a r y cuyo sentido es tal que el 
triedro formado por los vectores OP, OQ y el momento M (precisa 
mente en este orden OP, OQ, M) tenga la misma orientación que el 
espacio, Es decir, tenga la misma orientación que un cierto triedro de 
coordenadas x, y, z al cual se supone referido el espacio. 

Por ejemplo, si el espacio está orientado positivamente, el sentido 
del vector M será el de la figura 22, pero si estuviera orientado nega- 
tivamente, el sentido de M sería el opuesto. 

Para distinguir estos vectores de los comunes se introduce la si- 
guiente 5 

Der. 3: Se llaman vectores axiales o pseudovectores a los vectores 
cuyo sentido cambia de signo al cambiar la orientación del espacio, 

Como acabamos de ver, el momento de un vector respecto de un 
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vector axial o pseudovector. “Vamos ahora a estudiar el 
de dos vectores, que es el ejemplo más importante 


fijada la orientación del espacio, los pseudovectores que- 
ados y actúan como los vectores propiamente dichos, 
is para ellos todas las reglas de adición, sustracción y pro- 
hemos visto en los números anteriores. 


rducto vectorial. Supongamos el espacio orientado, es de- 
fijado un triedro fundamental de referencia formado 
y coordenados (O ; x,y, 2). 

Se llama producto vectorial o externo de dos vectores A, 
ector C que tiene: 


el módulo igual al producto de los módulos de A y B por el 

uno del ángulo que forman; 

bh) la dirección perpendicular al plano determinado por las direc- 
now de los vectores A, B ; 

1) el sentido tal que el triedro A, B, C tenga la misma orienta- 

que el espacio. 


A 0 
Fioura 23 


"Tndicaremos el producto vectorial por A a B, de manera que según 
ln definición es 

(8) JAAB|=absend 
Mendo a, b los módulos y 0 el ángulo entre los dos vectores. 
condición e) es la que hace que el producto vectorial sea un 
tor en lugar de un vector. En efecto, su sentido no puede 
no se conoce la orientación del espacio, o sea la del triedro 
ental, y cambia con la orientación del mismo. 
y propiedades fundamentales del producto vectorial son: 
4) Si en vez de AMB se considera B-A A, el módulo y dirección 
cambian, pero el sentido deberá ahora ser tal que sea B, A, C el 
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triedro que tenga la orientación del fundamental x, y, z y por tanto C 
deberá tener el sentido opuesto al anterior. Es decir 

(9) AAB=-—BAA 

propiedad que se expresa diciendo que el producto vectorial es anti- 
conmutativo. 


b) Siendo A un escalar se verifica 
(10) (AMB) =21AAB=AMB. 

En efecto, si 1>0 esta relación es una consecuencia inmediata 
de la definición de producto vectorial, puesto que los sentidos de los 
vectores no cambian al multiplicarlos por un escalar positivo (3.4). 
Si 1<0 el vector del primer miembro cambia de sentido, pero tam-= 
bién los productos del segundo y tercer miembro, puesto que al sustituir 
un vector por su opuesto la orientación de un triedro cambia de signo. 


e) El producto vectorial tiene la propiedad distributiva, o sea, 
(11) (A+B)AC=AACH+BAC. 

Para demostrarlo observemos primero que dividiendo ambos miem= 
bros por |G| y llamando C, = C/|C| al versor que tiene la direc- 
ción y sentido de C, resulta 
(12) (A+B) AC,=AACIFBAC,. 

Recíprocamen'e, si se demuestra (12), multiplicando por | C| re- 
sultará (11); es decir, basta demostrar la propiedad distributiva para 
el caso, en que el segundo factor es un versor, 


Ca 


FIGURA 24 


Proyectando A sobre el plano a normal a Co y llamando A, al 
vector proyectado (fig. 24), es 


AMC, =A, A Co 
pues según la definición de producto vectorial, ambos miembros coin- 
ciden en dirección, sentido y módulo, puesto que |A,|=|A]| sen 0. 
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'otra parte, siendo Co de módulo unidad, es | A A Go] =1Az1 

vector AAC) es el resultado de girar A, un ángulo de 909 

3] o Co, de manera que AA Co, A, y Co formen 
to, 


leremos ahora los dos vectores A, B y susuma D=A+B. 

cción sobre un plano normal a Co tendremos los vectores 
D, siendo D, = A, + B,. En la figura 25 se representa este 
normal a Co. 


| 0 e FiGuRA 25 
=Giramdo los tres vectores As, B,,D, alrededor de O un ángulo de 
' 90”, según lo dicho, tendremos los vectores AAC,, BAC¿, DAC) 
| IO o testo 
E DAC, =AAC,+BAC) 
que es precisamente la relación (12) que queríamos demostrar. 

=d) La condición necesaria y suficiente para que dos vectores tem- 
gan la misma dirección (con sentidos iguales u opuestos) es que su 
producto vectorial sea nulo. 
Ein efecto, suponiendo siempre vectores propiamente dichos, de mó- 
dulo no nulo, (8) solamente se anulará si 0 =0,6 0 =x. 

Nota, Con la notación de producto vectorial, el momento de un vector 

| «lonlizante A respecto del punto O (4.3) se puede escribir 
| 0) M=PAPH+A)=PAA 
A ps cualquiera de la recta que 
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5. Componentes del producto vectorial. De la definición de pro- 
ducto vectorial y suponiendo positivo al triedro fundamental formado 
por los versores I, J, K, se deducen las relaciones 
(14) IMI=J1J=K1K=0, ' ey 
1AJ=-—JAI=K,JAK=-KA]=1,KI= -IAK=]. 

Consideremos ahora dos vectores descompuestos en su forma ca- 
nónica 
(15) A=al+aJ+aK, B=b,1+b,J+b,K. 

Aplicando (14) y la propiedad distributiva del producto vectorial 
demostrada en el subapartado anterior, se tiene 
(16) AnB= (ab,— asb2) 1+ (a,b; —arbs) J + (arbs — asbi) K 
que nos da las componentes del producto vectorial de dos vectores. 

Recordando la regla para desarrollar determinantes de tercer orden, 
se observa que esta relación (16) se puede también escribir 


A A 
(17) AAB=| a a a, 
bi bo by 
fórmula fácil de recordar. 
Ejemplos: 
1. El producto vectorial de los vectores A (1,—2, 0) ,B (—3, 1,4) será 
BEEN 
AAB= 1-2 0|=-81-4J-5K. 
=3 14 


2. El ángulo que forman los vectores A(—1,—1,3),B(—-2,1,-—3) 


según (8) se puede calcular por la fórmula sen 0 = v90//154 puesto que 


el módulo de su próducto vectorial es YÍ0. Compárese este resultado con el 
del ejemplo 2 del 4.1 


6. Producto escalar y vectorial de pseudovectores. Las defini- 
ciones de los productos escalar o vectorial de pseudovectores, o de un 
vector por un pseudovector, son las mismas que para los vectores. Úni- 
camente hay que tener en cuenta, como se deduce inmediatamente de 
cada definición, las siguientes reglas acerca del resultado del producto: 

vector . vector = escalar 

vector . pseudovector pseudoescalar * 
pseudovector . pseudovector escalar 

vector A vector pseudovector 
vector A pseudovector vector 
pseudovector A pseudovector = pseudovector 


* Magnitud de una sola componente, como los escalares, que conserva el 
valor absoluto por cambios de ejes coordenados, pero que cambia de signo con 
la orientación del espacio. Ver 5.2. 
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UY. Descomponer un vector dado B en suma de otros dos Bi, Ba tales que 
ero sea paralelo al vector dado A y el segundo perpendicular al mismo, 


q y analítica. 
que de la igualdad A.B-= A.C no se deduce B =G. De- 
el significado geométrico de dicha igualdad es que A es perpen- 
IAEAO (o es e vector mulo). 
“Dados en el espacio los puntos Pa(—1,—1,2),Px(—3,0,2), 
11,3,5) , hallar los ángulos PaPaPs, PaP. Ps y PoPiPa. 
Probar la identidad 
AB =Y% (1A+BI*-1A1* —1B]”). 
UB, Resolver y discutir las ecuaciones vectoriales A.X =X,A AX = Bs 
B vectores dados y k un escalar también dado. 
6 B| probar que el vector 


aB+bA 
2+b 
In dirección dela bsecriz del ogulo que forman A y B. 
Ñ o A a del versor perpendicular a los vectores 
1,5) y B(-3, 0,2). 
DE die sel pestciosamo, expo lados son los vectores A (L, 
$ 3,0,—4). 
0, Sea el tetracdro OABC formado por los vectores A, B, C, de origen 
7 O. Demostrar que la suma de los productos vectoriales A y B, BAG, 
DONA. ACNAB es mula (siendo AC el vector C— A y AB el B— A). 
la "10. Demostrar directamente a partir de la def. 1, sin pasar por las com. 
"ponentes de Jos vectores, la propiedad distributiva del producto escalar (3) . 
11. Dados los vectores A(1,0,—3), B(2,5,—1) hallar la pro- 
y de B sobre A. 
Probar vectorialmente que la suma de los cuadrados de las diagonales 
logramo es igual a la suma de los cuadrados de sus lados. 
ENEE AAC = 0, probar que AMABA BAC CAA= 
SANB. 
Dados los vectores: A:(2, 0, 3), B(=1,5,2), 0(0, 4,1) 
¡Jar las expresiones 


4) A(BAC) 5D AA(BAC) 3 e) (AAB)AC 5 


Ad AMAAB) 5 €) (A.B).(AAB) 3 f) (ANB)A(A AC). 
, Un paralelepípedo rectángulo tiene de aristas a, b, e. Hallar los 
Anmgulos que forman las diagonales con las aristas. Caso particular del cubo. 

16, Sean tres vectores A, B, C de módulos a, b, 0. Sea a el ángulo 
11M, 0; 6 el ángulo A, C y y el ángulo A, B. Probar que el módulo s de la 
mina de los tres vectores está dado por la fórmula 
POP O +2becosa + 2accosB+ 2abcosy . 

17, Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que los vec- 
tores A+ B y A — B sean perpendiculares, es que sea A] =1B]. 
mm 0 O rea ted 3 perpendicular a los A (3,—1, 0) y 
o» 2). 

19. Comprobar que cuaquier vector paralelo al eje y es perpendicular a 
We vector paralelo al plano x, z . 

|, Según 2.4 la condición para que los vectores A, B sean paralelos (9=0 

6 0o1) es quesca abi + asha + bs == ab. Probar que esta relación 
er equivalente a la AAB=0. 


Siendo a =]|A], b= 
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21. Probar que el producto vectorial p(A, B)=A A B puedo definirse axio- 
máticamente (salvo el signo) por las condiciones: a) p (A,B) =— y (B,A); 
0) 9AA,B) =1P(A,B); c) p(A,1B) = A9(A,B); a) [o] = 
=|A][B] sen 0, siendo 0 el ángulo que forman los dos vectores, 


5. PRODUCTO MIXTO Y OTROS PRODUCTOS 
VECTORIALES 


1. Producto mixto de tres vectores, 

Der. 1: Se llama producto mixto de tres vectores A,B,C y 
se representa indistintamente por (ABC) opor (A, B, GC) al pro- 
ducto escalar de A AB por C, osea, 

(1) (ABC)=(AAB).C. 

Si las componentes de los tres vectores A, B, C se indican con 

las minúsculas respectivas, siendo 
aba — aba, asb,—azby, ab, — azb, 
las componentes del producto AAR, zesulta que (ABC) es preci- 


% 
0 
FrourA 26 

samente el desarrollo del determinante formado por las componentes 
de los tres vectores, o sea, 

A bc 5 
(2) (ABC) =|2 ba cl. 

% Dic 


De aquí, recordando la propiedad de los determinantes de cam- 
biar de signo al permutar dos filas entre sí, resulta 


(3) (ABC) = (BCA) = (CAB) =— (BAC) = -— (ACB) = 
=-— (CBA). 
Las principales propiedades del producto mixto son: 
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broducto mixto de tres vectores es igual al volumen del 
) ha sobre los mismos una vez llevados a partir 


nún. 
“efecto (fig. 26): el área de la base, según 4.8 es JAAB] y 
6 que forma C con la normal al plano determinado 
, la altura vale | C | cos p. Por tanto el volumen es igual 

os.p, que es precisamente el valor de (ABC). — 
se deduce, en particular, que si 1, J, K- son ortogona- 
de módulo unidad se verifica 

(1JK)=1. 


1D) La condición necesaria y suficiente para que tres vectores stan 
alelos a un mismo plano, es que su producto mixto sea nulo. 
Ello es una consecuencia inmediata de la definición o de la última 
lad demostrada. 

6) Obsérvese que si (ABC) >0, el ángulo de C con AAB 
e ser menor de 90% y por tanto el triedro A, B, C tiene la mis- 
orientación que el triedro fundamental. Si (ABC) < 0 ocurre 
contrario. Por tanto: 
Suponiendo que el triedro fundamental 1, Y, K_ sea directo, un 
otriedro A, B,C será directo si (ABC) >0 e inverso si (ABC) <0 


d) Recordando la regla de multiplicación de determinantes, es 
A.A A.B” A.C! 
(5) (ABC). (W'B/C) = |B.A' B.Y B.C 
C.A” C.B C.C 


o 10 
entre sí y 


En particular 
] AS UAB AE 


ES (ABC? =|BA "B  B.C|. 
GA cm e 


En consecuencia, la propiedad b) anterior se puede enunciar: 
La condición necesaria y suficiente para que tres vectores sean 


. paralelos a un mismo plano es que el segundo miembro de (6) sea nulo. 
Ejemplos; 
1. Siendo A(0, 1, —2), B(-3, 5,1), C(-1,0, 2 cular 
NEO) Asicass (0) cala Rd AA 
0.1 -2 
(ABC)=|-—3 5 1 =-1-1046=-35. 
-=1.0 2 


2, Averiguar si el triedro formado por los vectores anteriores es directo 
o Inverso. Siendo su producto mixto negativo, el triedro que forman será inverso. 
3. Los tros vectores A(1, —1, 2), B(3,0,—3), CG (0,1, —3) 
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son paralelos a un mismo plano, puesto que el determinante formado por sus 
componentes es mi 


2. Pseudoescalares. El producto mixto (ABC), aun siendo un 
producto escalar, no es propiamente un escalar. En efecto, cambiando 
la orientación de los ejes coordenados, el producto A AB cambia de 
signo y por tanto también el producto mixto (ABC). 

Der. 2: Las cantidades que tienen las propiedades de los esca» 
lares, pero cambian de signo al cambiar la orientación del espacio, se 
llaman pseudoescalares. 

Por consiguiente, el producto mixto es un pseudoescalar, 


3. Doble producto vectorial. Interesa muchas veces calcular el 
vector 
(7) (AAB)AC 
llamado doble producto vectorial, 

Para ello, siempre podemos elegir el sistema de coordenadas 
I, J, K de manera que: a) 1 tenga la dirección de A; b) B esté 
contenido en el plano 1, J. Con esto será 
(8) A=al, B=b,14+b,J, C=c1+0J+06K. 

Tendremos así 
(9) A.C=ac, B.C=b,0, + boca 
y también 

AMB=a,b,K 

(10) (AMB) AC=a/b,(KAC)=a,b,c,J—ab,col. 

Despejando en las dos primeras ecuaciones (8) los vectores 1, J 
en función de A, B resulta 

1 1 b, 
O e a A 
y sustituyendo en (10), 
(AAB)AC= ac B- (b,c, + baca) A 

que según (9) se puede escribir en la forma final 
(11) (AMB) AC=(A.C)B - (B.C)A. 

Este resultado nos dice que el producto vectorial no es asociativo. 
En efecto, aplicando la misma fórmula (11) resulta 


AM(BAC)=—(BAC) AA=(C.A)B—(B.A) CX%(Ar B)AC. 


4. Otros productos vectoriales. 
a) Producto escalar de dos productos vectoriales. Se trata de 
calcular (AAB).(G AD). 
Poniendo E =AAB, se tiene 
E.(CAD) = (ECD) = (EAC).D 
y aplicando (11) 
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O EAC=(AAB) AC=(A.C)B— (B.C)A. 
Por tanto 

(An B).(C4D)=(A.C) (B-D) — (B.C) (A.D) 
la llamada identidad de Lagrange. 


Producto vectorial de dos productos vectoriales. Se trata de 


(An B)A(G AD). 
iendo de nuevo E=A AB, queda 
O EA(CAD) =- (CAD) AE = (D.E) € — (C.E)D 
tanto 
(AA B) N(CAD) = (ABD) C— (ABC)D. 


5. Algebra vectorial en el plano. Nos hemos referido siempre 
caso de vectores en el espacio ordinario de tres dimensiones. Para 
caso de los vectores de un plano todo lo dicho vale igualmente con 
tomar el plano de los vectores como plano 1, J del triedro fun- 
imental. Entonces la tercera componente de los vectores será siempre 
nula y por tanto todo vector será de la forma 


(14) A=sal+aJ. 


a) Adición, sustracción y producto escalar de vectores. Las ope- 

vaciones de adición, sustracción y multiplicación escalar se definen 

'pxuctamente igual que para el caso del espacio. El producto escalar. 

por ejemplo, será ahora 
15) A.B=abcos0 = a,b, + as ba 

wiendo a=|A| , b=|B] y 0 el ángulo entre los dos vectores. 


b) El producto vectorial en el plano. Según la definición gene- 
Yáll el producto vectorial A AB en el caso en que los vectores A y B 
tengan nula su componente según el vector K, vale 
AAB= (a1b, — asb,) K . 

Siendo, por otra parte, su módulo igual a ab|sen0|, resulta 
que debe ser 
(16) asb,— ab, =ab|sen0| 
donde, en el segundo miembro, debe tomarse el signo + si el sentido 
de la rotación (menor de 180%) que lleva A sobre B es el mismo 
que el de la rotación de 90? que lleva 1 sobre J y el signo menos 
en el caso contrario, puesto que en el primer caso los triedros 1, J, K 
y A, B,K tienen la misma orientación y en el segundo caso tienen 
¿Orientaciones opuestas. 

Esta definición de producto vectorial, para el caso de vectores de 
un plano tiene el inconveniente que hace aparecer como resultado ur 
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vector que no pertenece al plano. Sin embargo, como este vector tiene 
siempre la misma dirección (la normal al plano), el inconveniente se 
puede evitar tomando como producto vectorial la componente única 
(16) del mismo. Se llega así a la siguiente 

Der. 3: En el álgebra vectorial del plano se llama producto vectorial 
de dos vectores A, B al producto de sus módulos por el seno del ángulo 
que forman, este ángulo tomado como positivo o negativo según que 
el sentido de la rotación que lleva A sobre B (a través de un ángulo 
menor de 180?) sea el mismo de la que lleva 1 sobre J o el opuesto. 

De acuerdo con esta definición, la ambigiiedad del signo en (16) 
desaparece, puesto que quedará + si 0 es positivo y — si es negativo. 
Resulta por tanto 
(17) AAB=absenBd= ab, — azb, . 


El producto vectorial, en el caso del plano, no tiene carácter vecto- 
rial como en el espacio, Es un escalar que cambia de signo al cam- 
biar la orientación del sistema fundamental 1, J. Por consiguien- 
te: en el plano, el producto vectorial es un pseudoescalar. 


EJERCICIOS 


1, Calcular el producto mixto de los vectores A (0, —1, 2), B(—-3, 
5,0), C(—4,2, 5). 
ss 2. Averiguar si los tres vectores anteriores son o no paralelos a un mismo 
lano. 
3. Se dan los vectores A (5,0, 1), B(3,—2,0), C(-4,1,x). 
Hallar la tercera componente x con la condición de que los tres vectores resulten 
paralelos a un mismo plano. 


4. Dados cuatro vectores A(1, —1, 3), B(2,—5, 0), G(=1, 
1, —2), D(3,2,—6) calcular las expresiones 


a) (AA B).(CAD) ;5) (AA B)A (CAD) ¿30 IAM(BACIAD; 


d) (AAB)AC).D ;e) (AAD).(BAC) ;f) (AAC) A (BAD). 

5. Si A, B, C son tres versores tales que A.B= a, B.C =$ y 
C.A = y, probar que 

(ABC)=(1-4-P-Yy+20By)" 

Esta expresión se llama, siguiendo a Staudt, el seno del ángulo triedro 
formado por los tres versores dados. 

6. SIA, B, C son tres vectores no paralelos a un mismo plano, todo 
otro vector D puede ponerse en la forma 


D=0aA+BB+ YC. 


Probar que es 
PRO) ¿_(Dca) _ (DAB) 
= Anc) UAB) (AB) 

7. Los vectores 

P- y BNG y A a AN 
— (ABC) (ABC) =AB0) 


6. Noras Y COMPLEMENTOS DEL CapPÍTuLO 1 


llaman recíprocos de los A, B, C respectivamente. Probar que los recíprocos 
los recíprocos son los vectores primitivos. 

8. Probar que 
(ABC) = (A*B*C*) . 
9. Si A(a, a, a), B(b, bs, ba), C (cs, 02, 63), D (di, da, ds) son 
“guntro vectores cualesquiera, probar que 
DA a ds 0 
Bb: bi ba 
Cc cc 
D di di de 
10. Probar que cualesquiera que sean los vectores A, B, C es 

AM(BAC) HF BA(CAA) FOA(AAB)=0. 

“Observar que esta relación equivale a la propiedad de que las 3 alturas de 
un triángulo esférico concurren en un punto, 
11. Demostrar las siguientes relaciones: 


=0,» 


a) (AMB) .[(Ba C)A(GAA)] = (ABC); 

») [DA (AAB)].(A AC) = (ABC) (A.D); 

e) (AMB) AC-AM(BAC) = (B.A) C—(B.C)A 5 
d) AAMÍAM(AAB)] = A (BAA) 5 


e 2A=I, (AAD+4JA(AAD) EKA(AAK). 
12. Si Ar=a 1 +bJ+0K (¿=1, 2,3) son tres vectores des- 
compuestos según los versores Y, J”, K' no ortogonales entre sí, demostrar que es 
€ 
(A-A,As) = (UJK) > 


% a 
13. Dados tres vectores no coplanares A, B, C y siendo X.A =u, 
X.B=vw, X.C =w, probar que la expresión de X por sus componentes 
según A, B, CG puede expresarse en la forma 
Ko BOO 
1 A AB AC u 
(ABC! [AB FP OBC o» 
ACBCO CEC 
14. Probar que las medianas de un triángulo concurren en un punto. 
15. Se llevan a partir de un mismo origen los vectores no coplanares 


JA,B,C,ypA +0B +rC. Demostrar que la condición para que los ex- 
tremos de estos vectores estén en un mismo plano es que sea p+4q+r=1. 


y 


x 


6. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO I 


1. Definición axiomática de vector. Espacios vectoriales, Hemos de- 
finido los vectores y las operaciones algebraicas entre ellos a partir de su con- 
cepto geométrico, es decir, presuponiendo que se conoce el espacio en el cual 
están contenidos (en nuestro caso el espacio euclidiano tridimensional) y las 
propiedades del mismo. Así, hemos podido hablar de puntos, segmentos, án- 
gulos, rectas paralelas o perpendiculares, etc., y de otros conceptos de la geo- 
'metría métrica elemental, suponiéndolos ya definidos y conocidos. Así fue, por 
otra parte, como los vectores aparecieron y se utilizaron históricamente. Todavía 
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hoy, para gran parte de sus aplicaciones, la idea intuitiva de vector como seg- 
mento orientado es la más útil y fecunda. 

Sin embargo, desde el punto de vista de la matemática pura, interesa dar 
una definición abstracta, que ponga de manifiesto las características esenciales 
de los vectores y sirva para distinguirlos de otros objetos geométricos o analí- 
ticos. Se llega así al concepto de espacio vectorial, que vamos a definir, y que 
constituye una estructura de las más importantes en la matemática moderna. 

Der. 1: Se llama espacio vectorial a un conjunto de elementos As, As, 
As, ... llamados vectores, entre los cuales están definidas las dos operaciones 
siguientes 

Adición, A todo par A,, Az le corresponde un vector Ay + As, con las 
propiedades siguientes: 

2) A. + Ar =A3 + As (propiedad conmutativa) ; 

B) As + (Ba + As) = (A: + As) + As (propiedad asociativa) ; 

c) existe un elemento O (vector nulo) tal que, cualquiera que sea A, se 
verifica A+ O=A; 

d) a todo vector A le corresponde otro vector — A (vector opuesto) , tal 
que A+ (—A)=0. 

Multiplicación por un escalar. Todo número real » y todo vector A de- 
terminan un vector AA con las siguientes propiedades: 

a) 2(A,+A3) = 24, +24: (propiedad distributiva respecto de la 

adición de vectores); 
BD) (M+Rh)A= LA +2%A > (propiedad distributiva respecto de la 
adición de escalares); 
e) dh (A) (propiedad asociativa). 
d) 

La importancia de esta definición axiomática es que amplía la idea geomé- 
trica intuitiva de vector. Cualquier conjunto de elementos entre los cuales pue- 
dan definirse las operaciones anteriores podrá considerarse como un espacio vec- 
tcrial, y los elementos mismos como vectores, aunque a veces sería difícil inter- 
pretarlos como flechas o segmentos orientados. 

Por ejemplo, el conjunto de todos los polinomios de segundo grado en la 
variable x con coeficientes reales y con la adición y multiplicación por un escalar 
tomadas de la manera ordinaria forman un espacio vectorial. 

En la definición anterior no aparece un elemento importante para las 
operaciones entre vectores, a saber, la dimensión del espacio. Para llegar a este 
concepto se introducen dos nuevas definiciones. 

Der. 2: Se dice que m vectores Az, As, ..., Am de un espacio vectorial 
son independientes, si entre ellos no existe ninguna relación de la forma 

MAL + dd As... hm An =0 
siendo el segundo miembro el vector nulo y los números reales ls no todos iguales 
A Cero. 

Der. 3: El número máximo de vectores independientes de un espacio vec= 
torial se llama dimensión del espacio. 

Esto significa que si la dimensión es n, se pueden elegir n vectores inde- 
pendientes y expresar cualquier otro como combinación lineal de ellos. Estos 1 
vectores se dice entonces que constituyen una base del espacio. 

Por ejemplo, el teorema del 3.6 nos dice que el espacio de los vectores 
ordinarios que hemos estudiado en los párrafos anteriores es de dimensión 3. 
Pruébese como ejercicio que el espacio vectorial mencionado de los polinomios de 
segundo grado es también de dimensión 3. La dimensión puede ser infinita; 
por ejemplo, para el espacio vectorial formado por todas las funciones continuas 
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intervalo O, 1 con las reglas ordinarias de adición y multiplicación 


para fijar las ideas, al caso de dimensión 3. Eligiendo una 
r tres vectores independientes E, G, H cualquier otro vector 
en la forma 

A=pE+96G+rH. 

_números reales P, q, r se llaman componentes de A respecto del 
coordenadas E, G, H. 

para el producto escalar y vectorial. Los sim- 
zar los productos escalar y vectorial no son uniformes; existe, 
ii gran variedad de criterios. Mencionaremos algunos de 


3 producto vectorial X 
3 producto vectorial A 
; producto vectorial [ ] 


CAPITULO HI 
APLICACIONES DEL ALGEBRA VECTORIAL 


7. LAS FÓRMULAS FUNDAMENTALES DE LA 
TRIGONOMETRÍA 


1. Trigonometría plana. 
a) Fórmula del coseno. Consideremos el triángulo formado por 
los tres ventores A, B, C (fig. 27), orientados tal como indica la fi- 


Fioura 27 


gura, de manera que sea A =B + (, es decir 


(1) C=A—-B. 
Elevando al cuadrado: 
(2) C?=A? + B*—-2A.B 
e introduciendo los módulos de los vectores y el ángulo y que forman 
A y B, queda 
(3) *=2+b*— 2abcosy 


que constituye el teorema del coseno de la trigonometría plana. 


b) Fórmula del seno. Con las mismas notaciones anteriores se 
tiene también 
AAMC=AMA-B)=- AMB, 


Igualando los módulos de los dos extremos de estas igualdades, se 
tiene acsenf = abseny, o sea, 
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b e 


senf seny 
De igual manera se obtendría que esta relación es igual a a/sena. 
tanto 
o a b e 


es la fórmula del seno de la trigonometría plana, 
€) Fórmulas de adición. Sean A (a,, az), B(bs,b2) dos vec- 


FiourA 28 


“tores y «a, B los ángulos que forman respectivamente con el eje x* 
(fig. 28). Será 

di=acosa, aj =asena, bi=bcosB, b=bsenf. 

De aquí, las dos expresiones (5.15) del producto escalar, nos dan 


(5) cos ($ — a) = cosacos f +sen a sen $ 
y las dos expresiones 5.17 del producto vectorial dan 
(6) sen (B — a) = senf cosa — cosf sena . 


Si se quieren las fórmulas de sen (a + $) , cos (a + f) basta con- 
siderar a a negativo, es decir, al vector A en la figura 28 a distinto 
lado del eje x. Resulta entonces 
(2) sen (a. + $) =sen a cos P + cos a sen $ 

cos (a +$) =co0sa cosf— sena senf . 


2. Trigonometría esférica. 

a) Fórmula del coseno. Consideremos los versores A, B, Q cu- 
yos extremos forman el triángulo esférico ABC. Llamemos ahora 
a,b,c alos lados de este triángulo y a, $, y a sus ángulos, de ma- 
nera que tendremos 
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(8) A.B=c0sc, A.C=cosb, C.B=cosa . 
En la identidad de Lagrange, 
(9) *(AAC).(BAC) =(A.B) (C.C) — (A.C) (C.B) 
el primer miembro es el producto de |AAC|=senb y [BAC] = 
= sena por el coseno del ángulo que forman dos vectores perpendi- 


E 


Ficura 29 


culares a los planos A, CG y B,C, es decir, cos y. Los factores del 
segundo miembro están dados por (8). Sustituyendo, resulta que (9) 
equivale a 

(10) cos e = cosa cosb + sen asen b cos y 

que es la fórmula del coseno de la trigonometría esférica, 

Aplicando esta fórmula al triángulo polar, formado por los extre- 
mos de los versores normales a los planos determinados por B, GC; 
C,A y A,B, cuyos lados a”, b”, c” son los suplementos de los án- 
gulos a, $, y, resulta 
(11) cos y = — cos a cos $ + sen a sen $ cos e 
que es la fórmula del coseno para los ángulos del triángulo esférico. 

b) Fórmula del seno. Apliquemos ahora la fórmula 

(AAC) A(BAC) =(ACC)B-— (ACB)C 
que por ser (ACC) = 0 se reduce a 
(AAC)IA(BAC)=(ABC)C. 

Igualando los módulos de los dos miembros de esta igualdad, 

resulta 
sen a sen b seny =|(ABC)| . 

Por permutación circular de los versores A, B, C, puesto que 

|[(AB.C)| = |(BCA)| = |(CAB)|, resulta 
sen a sen b sen y = sen b sen c sena = senc sena senf 
que puede escribirse 
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sena sen b sen c 
at sena sen B sen y 
y Jórmula del seno de la trigonometría esférica. 


[OS 


lomo caso particular de las fórmulas anteriores, probar que para el 
"rectángulo esférico de hipotenusa e, valen las fórmulas 

cose = cosa cosb = cota cotB 

cosa = senf cosa = cotc tgB 

cos$ = sena cosb = cotc tga 

sena senc sena cot $ tgb 

senb = senc senf = cota tga. 
Jara el área de un triángulo esférico sobre la esfera de radio unidad, 
mula $ =0 + $ + y —x. En particular, si y=5/2 queda 
«+ $ — 1/2. Probar que en este caso es también 
2 S = a — arcsen(cosbsena) = 4 — arctg (cos ctga). 
3. Si a, B, y son los ángulos interiores de un triángulo plano, probar 


tg0.tgB.tg Y = tg0 + teb + tr. 

4. Si a partir de un punto se llevan sucesivamente vectores de módulo 

d que vayan formando cada uno con el anterior un ángulo constante 0, 

tienen como extremos los vértices de una poligonal inscripta en una cir- 
cia. Aprovechar esta propiedad para demostrar las fórmulas 

Hb cos (0 + a) + cos (q + 20) + .... E cos(0 + (n — 1) a) 


a coat (08) 
E 


“den ao + sen (ao + a) + sen (0 +24) +... Paco (0 + (a — 1) 0) = 
na 


0 


1 
ED a)> 
sn — 


2 


Mendo, el ángulo del primer vector con el eje de las abscisas. 
5, En un triángulo plano, sean r. Ta, ta, re los radios de los círculos 
Inscripto y exinscriptos respectivamente. Siendo F el área, probar las relaciones 


e A e A: UA: Sl 
CS SR Em 
E 


BD. APLICACIONES A LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


1, Puntos y vectores. Fijado un sistema de coordenadas cartesia= 
más ortogonales de origen O, a cada punto X del espacio le corres- 
¡ponde el vector 'X- cuyas componentes son las coordenadas de X. Re- 
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exprocamente, a todo vector se le puede hacer corresponder el pun- 
to cuyas coordenadas son las componentes del vector, es decir, el punto 
que se obtiene como extremo del vector, llevándolo a partir del origen 
de coordenadas, 

Esta correspondencia biunívoca permite utilizar indistintamente los 
puntos como vectores y viceversa. Ello es particularmente útil en las 


FiourA 30 


aplicaciones del álgebra vectorial a la geometría analítica. Así, por 
ejemplo, consideraremos equivalentes el punto X de coordenadas x, y, 2 
y el vector 
(1) X=x1+yJ+:K. 

Por operaciones de adición, sustracción y multiplicación de pun- 
tos, entenderemos las operaciones análogas con los vectores equivalentes. 

El vector (1) se llama vector posición. 

Siempre que al mencionar un punto queramos hacer referencia 
al vector posición del mismo, lo indicaremos con negrita. 


2. Ecuación vectorial de la recta. Una recta puede determi- 
hnarse por uno de sus puntos X, (x,,)1, 21) y un vector A (a,, az, as) 
que indique su dirección (fig. 31). Un punto genérico X de la recta 
será 
(2) X=X,+1A 
siendo % un parámetro variable. Al variar 1 de —w a +0 el 
punto X describe la recta. 

La ecuación (2) es la ecuación vectorial de la recta determinada 
por el punto X, y la dirección A. 

Si se quiere la ecuación de la recta que pasa por dos puntos X,, Xa 
bastará tomar A = X, — X,, resultando 
(3) X=X, +1 (X, — Xy). 
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valor de 2% es la razón (X — X,)/(X. — Xi), que tiene 
por ser numerador y denominador vectores de la misma di- 
Muchas veces interesa introducir la razón 

XX _ XX _ $ 

E 
“En este caso, de (4) se deduce 
X,-5X, 


es otra forma de la ecuación vectorial de la recta que pasa por 
puntos X,, X,. Esta forma tiene la ventaja de tener como pará- 


FiGurA 31 ' 


metro 5 la razón (4), igual a la razón de las distancias del punto 
variable X a los puntos fijos X,, X2. 

Los cosenos directores del vector que da la dirección de la recta 
(2.2) se llaman también cosenos directores de la recta. 


Para pasar de la forma vectorial a la cartesiana basta descomponer las 
Idades entre vectores en las igualdades entre sus tres componentes. 
ejemplo, la ecuación (2) equivale a las tres ecuaciones 
(6) z=x+1da , y=»+1la,)2=4 +10 
que son las ecuaciones paramétricas de la recta en coordenadas cartesianas. De 
aqu eliminando A, 


(mm 


LA, 


1] 
Em es otra forma de la ecuación general de la recta en coordenadas cartesianas. 
lla nos dice que siempre que las ecuaciones de una recta tengan la forma (7), 
Jos denominadores a,, az, as son componentes de un vector que tiene la di- 
pt ap de la recta; es decir, son proporcionales a los cosenos directores de la 
mn 
Análogamente, la ecuación (3) equivale a 
(8) e=0 +2 (09%) y=4+ 20230) > 2=%4 +2 (694) 
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o sea 


(9) A NR 
Hh— aa 
que son las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por dos puntos. 
Ejemplos: 
1. Las ecuaciones de la recta que pasa pes = punto (—3,0,2) y es 
paralela al vector de componentes (2,=—1, 


=-3+21, pa p =2+8% 
243 2 
5 
2. Las ecuaciones de la recta que pasa por los dos puntos (—1,3,—4) 
y (0,3,-—2) son 
A A 
> E 


o sea 


A 


3. Ecuación vectorial del plano. Dado un plano, consideramos 
un vector A normal al mismo. Sea a=|A]. 
Para un punto X cualquiera del plano, el producto A.X es igual 


FiourA 32 


al producto de a por la proyección del segmento OX sobre A, o sea, 
por la distancia h del origen al plano. Es decir, 


(10) A.X=ah. 

Como ah es una constante (no depende del punto X del pla- 
no), se puede escribir de manera general 
(11) A.X=b. E 

Esta ecuación, por el hecho de cumplirse para todos los puntos X 
del plano y sólo para éstos, se llama la ecuación vectorial del plano. 
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En ella b es una constante escalar y A un vector de módulo cual- 

' perpendicular al plano. Si b=0, el plano pasa por el origen. 
, su signo dependerá del sentido del vector A, pues tomando 
vez de A, b cambia de signo. Un criterio puede ser tomar 
o de A de manera tal que b resulte siempre positivo; esto equivale 
ir que se toma el vector A dirigido de O hacia el plano, como 


N 4%. 
es un punto del plano, el vector X —X, es normal a A, 
por tanto la ecuación general de los planos que pasan por un punto 

es 
2) A (X-X)=0. 
Si se quiere el plano que pasa por tres puntos X,, X,, X, ob- 
Ss que se puede tomar A= (X, — X,) A(X,—X,) yla 
ión (12) queda 

(AX. XX XX) =0 

y es la forma vectorial de la ecuación del plano que pasa por tres 
Los. 


En coordenadas cartesianas, la ecuación general (11) del plano toma la 


ar+ay+tar=b. 
La ecuación (12) se escribe 
alx—x%x) +a(y—)+0(-%)=0, 

¡que es la ecuación general de los planos que pasan por un punto, 

La ecuación del plano que pasa por tres puntos resulta 
EA ANA IS 
da — Ys »-— a 
ls — Ma Y —Y a 


=0.. 


Ejemplos: 
1. El plano que pasa por el punto (—1, 0, 4) y es perpendicular al 
vector de componentes (5,3, —2) tiene por ecuación 
Dx +1) 4372-41) =0, os0, 51437214 13=0. 
2. La ecuación del plano que pasa por los tres puntos (1, 0,3), 
(-2,—4,5), (2,—1,3) será 
met y 3 
-=3 -£ 2| =2x+2y+7:2-23=0. 
1 —1 0 


3. Plano determinado por un punto P y una recta X = X, + %»A. 
Para hallar su ecuación basta considerar los puntos P, X, y otro punto cual- 
quiera de la recta, por ejemplo el X, + A (correspondiente a A = 1) y es- 

la ecuación del plano que pasa por estos tres puntos. 

Por ejemplo, el plano que pasa por P (2, —6, 1) y contiene a la recta 


2+1 


2 


3 1 
entá determinado por'los puntos P, P(2, 4, — 1) y P.Q+3,4— Ll. 
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—1—5). Su ecuación será 
*-2 y+6 2-1 
0 É 10 —e —52x—6y—3024+98=0. 
3 9 =1 


4. Distancia de un punto a un plano. Para hallar la distancia 


de un punto P (x»,Yo,zo) al plano A-X=b, proyectamos el seg- 
mento OP sobre el vector A, y la distancia buscada es la diferencia 


2 A 


<x Lg 
Fioura 33 


entre la proyección OP, y la distancia OH del plano al origen de 
coordenadas (fig. 33). Para fijar una signo a esta distancia, conven- 
dremos en medirla desde el plano al punto (o sea, en la fig. 33, desde 
H a P4) tomando signo positivo cuando este sentido coincida con el del 
vector Á y signo negativo en el caso contrario, 

La proyección OP, de OP sobre el vector A vale (A.P)/a y 
la distancia OH = h, según (10), (11)) vale b/a. Por tanto, la 
la distancia del punto P al plano (A-X) —b=0 resulta 


(14) ¿ER 


a 

Es decir: 

La distancia de un punto P aun plano (A-X) —b=0 es 
igual al valor que toma el primer miembro de la ecuación del plano al 
sustituir X por P, dividido por el módulo de A. 

Con este criterio la distancia al origen resulta —b/a, que es ne- 
gativo de acuerdo con el criterio adoptado de tomar A en el sentido 
que va del origen al plano y la distancia en el sentido que va del plano 
al punto. 
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Ejemplos: 

1. La distancia del del punto (6,3,—2) al plano 2x—4y+2—2=0, 
ser (2.6432 2/2 +44 P=-—4/V21. 

Como aplicación vamos a demostrar que “el lugar geométrico de los 
cuya suma de distancias a m planos dados es constante, es otro plano”. 
Sean los planos Ay. X = bi (i=1,2,..., m). Siempre se puede 
;, dividiendo por el módulo respectivo, que los vectores As son de módulo 
|. Entonces la suma de las distancias de P a estos planos, vale 


mir ba 
1=(3A).P-3b 


que prueba que P satisface a la ecuación 
m m 
(A).X- (36 +s)=0. 
1 1 
que representa un plano, por ser de la forma (11). 


Figura 34 


5. Distancia de un punto a una recta. La distancia de un punto 
P a una recta X= X, +2A, según la figura 34 vale X.P sena, o 
sea, tomándola siempre en valor absoluto, 


=- A 
do) qu I-II, 
[A] 
Ejemplo: 
Para hallar la distancia del punto P (—3,2,1) a la recta 
+1 »-3 z—1 
-2 € —1 
¿ tenemos Xo (=1,3,1), A(—2,4,—1) ; el vector del numerador de (15) 
tiene por componentes (1, —2, —10). Por tanto la distancia buscada será 


6. Mínima distancia entre dos rectas. Sean las rectas 


(16) X=X,+1A4, X=X+1B. 
La mínima distancia entre ellas es el segmento d de la recta per- 
licular común que corta a las dos rectas (fig. 35) . Es, por tanto, 
a la proyección del vector X,—Xo (determinado por dos puntos 
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Cualesquiera, uno de cada recta) sobre la dirección perpendicular a las 
dos rectas. Esta dirección es la del vector A AB. Por tanto, la mí- 
nima distancia vale, tomando siempre el valor absoluto 


Figura 35 
|1(X,—Xo A, B)| 
17 d= . 
(17) TA7B] 
De aquí, para que las rectas (16) estén en un mismo plano, debe 
ser 
(18) (XA —Xo,A,B)=0. 
Ejemplos: 


1. Para hallar la distancia mínima entre las rectas 
2-3 _3+5 241 2 EE > 
(19) = = . = 
2 —-3 5 =4 3 1 
se puede tomar X,(3, —5, —1), A(2,-3,5), X:(-1,1, 3), 
B(—4,3,—1) con lo cual (17) da 


d = 84/4504 . 

2. Hallar la mínima distancia de la primera recta (19) al eje x. Como 
punto X, del eje x se puede tomar el origen de coordenadas. Por otra parte 
sus cosenos directores (componentes del vector B) son (1,0, 0). Por tanto, 
aplicando (17) , resulta 


d= 2/13 . 


7. Propiedades angulares entre rectas y planos. 
a) Ángulo de dos rectas. Dadas dos rectas 
X=X.+H1A, X=X,+1A” 
puesto que los vectores A, A” son los que dan sus direcciones, el án- 
gulo que ellas forman estará dado por 
A.A 

20; e 
a MESES 
Por tanto, para que sean perpendiculares deberá ser A.A'=0. 
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“Para que sean paralelas debe ser AMA'=0' (es decir, las compo- 
nentes de A, A” proporcionales). 
b) Ángulo de dos planos. Dados dos planos 
BX-¿=0, B.X-0=0, 

que B, B' son vectores normales a los mismos, el ángulo que 
, igual al ángulo de sus normales, estará dado por 

Bb 
1B]-18'] 
h En particular, para que sean perpendiculares debe ser B.B' = 0 
y Para que sean paralelos BAB'=0, 

e) Angulo de recta y plano. Dada la recta X = Xo, +A y el 
plano B.X — c=0, el ángulo que forman será el complementario 
del que forman A y B, y por tanto estará dado por 
: A.B 
(22) sen 0 = ——_—— + 

1A]-1B] 

En particular, la recta y el plano serán perpendiculares si 
ANB=0 y serán paralelos si A.B=0. 

En coordenadas cartesianas, las condiciones de paralelismo o perpendi- 


.cularidad toman la forma indicada en el siguiente resumen: 
Sean las rectas 


E le y)% 22 
as % 


cos Ú = 


nr” 
a 
y los planos 
mi br + by hr co=0 32: dixo ly dro 
Las condiciones de paralelismo y perpendicularidad son 
a 4% 4 


ES ====>5 
a a 
riri aa +ma + aa =0 
bi da bs 
alla ====> 
E ERE 
(23) id: bibi +bbi + bibi =0 
ri: ah+ab+ab=0 
a a a 
rin: —=====. 
ba bx be 


Ejemplos: 
1. El ángulo que forman entre sí los planos * — 2y + 2z =0, 
Ax + 2y-—42+3 =0, según (21), estará dado por cos 0 
El ángulo que forma el plano x —4y +82 +1=0 conel 2=0, 
tá dado por cos 0 = 8/9. 
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3. El ángulo de la recta y =4x — 1, 2 =8x +3 con el plano 
2+2)—224+3=0, según (22), está dado por send =— 7/27. 

4. Ecuación del plano que pasa por P(—1, 0, 3) y es perpendicular 
a la recta (x — 1)/2= (y + 4)/5= 2 — 3. Según la última relación (23) 
los coeficientes de la ecuación del plano deben ser proporcionales a 2, 5, 13 
por tanto, ella debe ser de la forma 2x + 5y +2 — h= 0. La condición 
de pasar por P- nos determina h=1. 

5, Ecuaciones de la recta que pasa por P(3,-—2, 1) y es perpendi- 
cular al plano 2x — 3y +2 +2 = 0. Por pasar por P. sus ecuaciones son 
de la forma 

2-3 9+2 2-1 


as Pa as 

Los coeficientes directores a;, as, as se determinan por la última con- 

dición (23) , que nos dice deben ser proporcionales a (2, —3, 1). Queda así 
2-3 y+2 2-1 


—-3 1 


8. Volumen del tetraedro. Como ya observamos en 5.1 el pro- 
ducto mixto de tres vectores es igual al volumen del paralelepípedo 
construido sobre los mismos una vez llevados a partir de un origen co- 
mún. Esta propiedad permite hallar el volumen del tetraedro cuyos vér- 
tices sean Pa (%1, Y1, 21), Pelxo, Yo, 22) , Pol%s, Y, 20) , Palta, 
Y 24) » En efecto, los vectores Pz — P,, Pz — P,, P, — P, deter- 
minan un paralelepípedo cuyo volumen es igual a seis veces el del 
tetraedro buscado (pues la base es el doble y la altura, la misma). Por 
tanto, según la propiedad recordada: 


El volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos P,, P,, 
P,, P, vale 


1 
(24) V= (Pa Pis Pa — Pa, Pa Pa) 


O sea, en coordenadas cartesianas 
274 YAA 24 


(25) V= 


XL Ya Ys 2 A]. 


UTA YT 4% 
Este determinante puede escribirse también 


Je 4 

=-|% » 2 

(26) V= a 

a Ya Ze 

como se ve al sustituir este último determinante por el que resulta al 
restar la primera fila de la segunda, tercera y cuarta sucesivamente. 

El signo de V depende del orden en que se tomen los cuatro 


pa 
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ces. Si no interesa el signo, basta tomar los determinantes ante- 
en valor absoluto. 

Volumen del tetraedro en función de las aristas. Para simplificar, llamemos 
ly +.., U a los vectores 
P=P-P ,Q=P-P,R=Ph-P, S=P-—P, 
T=P-P , U=P.—P, 

forman las aristas del tetraedro. 

Entonces la expresión (24) se escribe, 


1 
V=—(PQR), 
ie 


donde 

¿Jr ra PR 

en v=,[Q-P 9.2 QR| - 
R.P.OR.Q RR 


fi Los productos escalares de este determinante se expresan fácilmente me- 
diante los módulos de los vectores P, Q, -.., U o sea, mediante las longi- 


FicurA 36 


tudes de las aristas del tetracdro. Representando estos módulos por las mismas 
lotras en minúsculas, se tiene 
f$=P +9 -2P.Q, 
v=pPp+r-m2P.R, 
p=zg+r-2QR, 
1] fórmulas que permiten despejar los productos P.Q, P.R, Q.R en fun- 
ción de las aristas. Sustituyendo los valores obtenidos en (27) , tendremos Y en 
función de las longitudes de las aristas del tetraedro, 
Haciendo el cálculo resulta 
(28) O E 0) 
+ueg (40 —-e4r+ Pd) 
Ferre — op 4d 1) 
— rus —edr—uerpo?rd. 
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9. Geometría analítica del plano. Los problemas de plano que 
tienen su análogo en el espacio, se resuelven vectorialmente de ma- 
hera exactamente igual. Por ejemplo, la ecuación vectorial de la rec- 
ta en el plano es la misma (2) (forma Paramétrica) o bien la (7) 
(forma implícita). 

Las propiedades angulares de dos rectas se expresan también por 
las mismas fórmulas del 8.7 y análogamente se calcula la distancia 
de un punto a una recta, 

Para el área del triángulo determinado Por tres puntos P, (x,, 
9), Pa(xe, ya), Pa (xa, Ys) se tiene 


(29) S=+[0,—P)A(B=P21 


O sea, en coordenadas cartesianas 
(30) 1] +.-u% »- | 
213% —% 

que puede escribirse, análogamente al caso del espacio (26) 

y =m Y 1 
(31) Dl 1 

lia 

Otra expresión Para el área del triángulo se obtiene verificando en 

(29) el Producto vectorial indicado, resultando 


1 
(32) S= 3 [PAP + PLA Ps + PLAP,]. 


De las últimas expresiones se deduce; 

La condición necesaria y suficiente para que tres puntos estén ali 
neados puede escribirse en cualquiera de las siguientes formas equi. 
valentes; 


(33) (P.=Py) A(P,=P)=0, 

(34) PAP PAP + PAP, =0, 
A 

(35) Y Y 1|=0. 


e Y Y 
Para el área del triángulo en función de los lados 2,b,c, análogamente 
a (27), se obtiene 
TACA” AIR 
36 s= 2 
5 4l B.A B.B 
V=d, B=P , =e4 P-2A.B, 
sustituyendo y desarrollando resulta 


y como 


1 1 
=== Pam = 
+ 4 
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Lar (4 0)) (Qad— (2408 —0)) 


et.) (0 (0) 


Ferro aro- ett 


=+(-0(1-D0b-0, 


2p=a+b+4c0. 
sulta así la clásica fórmula de Herón de Alejandría (siglo 1 6 1 a.C.). 
s=v06-03(1+-»D(1=0. 


"Teorema de Menelao. Sea ABC un triángulo y P,Q, R los 
que sus lados son cortados por una recta, Pongamos 


APLICACIONES DEL ÁLGEBRA VECTORIAL 


y la condición (34) de que estén alineados da 
(1 + 01 02.03) (AABSBAC+CAA)=0. 
Puesto que A, B, C no están alineados debe ser nulo el primer factor, 
O sea, Q1 0203 =— 1, es decir, 


AP BQ CR 
(38) HE ELE 
PB QC RA 


que es el teorema de Menelao (siglo 1 d.C): 
Si P,Q, R son los puntos en que una recta corta a los lados de un 
triángulo A, B,C se cumple la relación (38). 
El teorema de Menelao vale para triángulos esféricos cortados por un 
círculo máximo. La relación es (fig. 38) 


sen(AP) sen(BQ) sen(CR) 
sen(PB) sen(QC) sen(RA) — 
La demostración puede hacerla el lector como ejercicio. 


E 


EJERCICIOS 


1. Ecuación de la recta que pasa por P (0,3, 2) y es perpendicular 
al plano 2x—y + 52=0. 
2. Ecuación del plano que pasa por el punto P(=1, 3,2) y es per- 
pendicular a la recta 
2-3 +1 2-2 
9 TE == 4 
3. Ecuación del plano que pasa por P(—1,2,—5) y es paralelo a 
las dos rectas 
*—1 +5 2-3 *—1 +4 2-2 


= => 3 = 


3 =1 2 2 Ej 
4. Ecuación del plano que contiene P (2, —3, 5) y es paralelo a los 
dos vectores de componentes (—1,0, 4), (2, —3, 10) respectivamente, 


3. Demostrar que el punto de intersección de la recta X= X, +A con 
el plano B-X — 5¿= 0 es 
b—-B-X 


q 
Xx + BA 


6. Hallar la distancia del punto P(—1, 2,0) al plano x — 3 + 
+22-=1=0. 

7. Hallar el ángulo entre los dos planos 3x + 2y—=z2=0, 2x + 
+y=52-2=0. 

8. Hallar el ángulo que forma la recia que une los puntos A (—1, 2,0) 
y B(2,—3,4) con el plano 3x—2y4+2—5=0. 

9, Hallar los ángulos que forma la recta que une los puntos 4 (3,2, 
1) y B(0.—3, 4) con cada uno de los ejes coordenados. 

10, Demostrar que en todo triángulo el centro del círculo circunscripto, 
el baricentro y el ortocentro están en línea recta (recta de Euler). 

11. Demostrar vectorialmente el teorema de las tres perpendiculares, a 
saber: Si por un punto P se traza la perpendicular PH a un plano dado y 
por HI otra perpendicular HB a una recta r del plano, la recta PB resulta 
perpendicular a r. 

12. Los rectas que unen los vértices de un tetraedro con los baricentros de 
las caras opuestas concurren en un punto. 


A. 
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| Demostrar que las rectas que unen los puntos medios de los pares 
opuestas de un tetraedro concurren en un punto. 

La condición necesaria y suficiente para que las rectas X=As+ 

XX, = As + p B, sean coplanares es que sea (As — Ay, Bi,B) =0. 

Dada la recta X= A +14B y el punto P, demostrar que el punto 

de P respecto de dicha recta es 1 


A E 
=2A+ > =P; 
16, Dado el plano A-(X — Xs) =0 y el punto P, demostrar que 
simétrico del P respecto de dicho plano es 

(P-X)-A 

73 

17. Dadas dos rectas X =X, +24, X= Xs +1 4s, probar que 
recta que pasa por el punto X, y corta a las dos es 
X= a + [UL — XA) A (0% —X) 1 A0)] 


le w es el parámetro variable. 
18, Demostrar que la distancia del punto X, a la recta determinada por 


[(%—X). 1 (6%) | 


(Ei 
19. Probar que la ecuación vectorial de la esfera de centro GC y radio 


(39) (X-C*="P. 
La potencia de un punto P respecto de esta esfera es 
¿=(P-C*-P. 
20. Probar que la ecuación del plano tangente a la esfera (39) en el punto 


Xu de la misma es 
(X — Xo) -(X, — C) =0 
Escribir esta ecuación en coordenadas cartesianas. 

21. Demostrar que el plano radical o lugar geométrico de los puntos de 
igual potencia respecto de dos esferas de centros C,, Ca y radios 71, fa res- 
'pectivamente tier.e por ecuación 

2X.(0, — Ci) + 07 Cri ó=0, 
22. Demostrar la desigualdad 
JA + B|+|B+C]-|C+D|<|A+B4C4+DI|+1B] +10] 

Discutir los casos de igualdad. 

23. Demostrar que las alturas de un triángulo concurren en un punto 
(ortocentro). 

24. Supongamos que el vector X gira alrededor del vector A, del mis- 
mo origen, un ángulo a; probar que su nueva posición es 


As 


P=P-2 


E 


1 1 
PA AX)] (1 — cosa) + — (AAX) sena . 
a 


siendo a el módulo de A. 

25, Sea O el centro del círculo circunscripto al triángulo ABC. To- 
memos este punto como origen de coordenadas y representemos por A, B,C 
a los vectores OA, OB, OC. Demostrar que el punto H= A +B+C es 
el ortocentro del triángulo (punto de encuentro de las alturas). 

26. Por un punto P interior a un círculo dado se trazan dos semirrectas 
perpendiculares entre sí; scan A, B los puntos en que ellas cortan a la circun- 
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ferencia. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas AB, 
al variar las semirrectas perpendiculares trazadas por P.. 

27. Por un punto P de una esfera se traza una cuerda PP, y se pro- 
longa en un.segmento PQ =2PP,, siendo A una constante. Hallar el lugar 
geométrico de Q al variar P, sobre la esfera. 

28, Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya razón de 
distancias a dos puntos fijos es constante. 

29. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio tales que la suma 
de los cuadrados de sus distancias a n puntos fijos es constante. 

30. Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que los pies 
de las perpendiculares trazadas desde ellos a los tres lados de un triángulo están 
en línea recta. 


9. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO II 


1, Teorema de Ptolomeo (siglo II d.C.). En todo cuadrilátero inscriptible 
en una circunferencia el producto de las diagonales es igual a la suma de los 
productos de los lados opuestos. 


2. Arca del cuadrilátero. Dados los lados a, b, e, d de un cuadrilátero 
Plano y sus diagonales e, f, el área J se puede calcular por la fórmula 
16P=4P-(P4 dd e—ey 
Si el cuadrado se puede inscribir en una circunferencia, el teorema de 
Ptolomco permite escribir este resultado en la forma de Herón 


I=V0—a) (pb) (pc) (p=d) 
donde 2p=a + bH+c+d. 


3. Teorema de Carnot (1753-1823). La generalización del teorema de 
Menelao (8,9) a un polígono cerrado cualquiera de nm lados ccnstituye el 
siguiente teorema de Carnot: 


Figura 39 


Si X. (i=1,2,...,n) son los puntos en que una recta cualquiera cor 
ta a los lados de un polígono cerrado de n lados P,Pa..Pa se verifica 
(fig. 39), 


PiXa Pako Pap 
ER A IS S 
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“Para polígonos esféricos cerrados, cortando por un círculo máximo, la 
n análoga es 
“sen (P, X,) sen (P,¿X,) sen (P,, X,,) 
E = 1)». 


sen (A, Pa) sen (GP) smtX,P) 


Circunferencia de los nueve puntos. En todo triángulo los puntos me- 
de los lados, los pies de las alturas y los puntos medios de los segmentos 
torminados en cada altura desde el vértice al punto de encuentro de las mis- 
is están sobre una misma circunferencia, llamada “circunferencia de los nueve 
ntos” o circunferencia de Feuerbach (1800 - 1834). 


5, Cónica por cinco puntos. La ecuación de la cónica determinada por 
loy cinco puntos A, B, C, D, E puede escribirse en la forma 


(ADE) (BCE) (ABX) (CDX) = (ABE) (CDE) (ADX) (BCX) 


e 6. Una propiedad del ortotetracdro. Un ortotetraedro es un tetraedro cu- 
yas alturas concurren en un punto, Es notable el siguiente teorema: “En un 
ortotetraedro, los 6 puntos medios de las aristas y los 6 pies de las rectas per- 
pendiculares comunes a los pares de aristas opuestas están sobre una misma 


7. Teorema de Pohlke. En 1853, K. Pohlke enunció el siguiente teorema 
en geometría descriptiva se considera el fundamental de la axonometría 
oblicua: “Tres vectores cualesquiera de un plano, no todos paralelos ni más de 


uno nulo, pueden siempre considerarse como proyección oblicua de 3 vectores del 
espacio ortogonales entre sí y del mismo módulo”. 


8. Vectores deslizantes. Fuerzas. Ya dijimos en 1.4 que los vectores 
deslizantes son aquellos para los cuales la definición de igualdad, más restric- 
tiva que la de los vectores libres, es la siguiente: “Dos vectores son iguales 
cuando tienen: a) igual módulo; b) igual dirección y sentido; c) están si- 
tuados sobre una misma recta”. 

Por consiguiente, para dar un vector deslizante hay que dar el vector libre 
que determina su módulo, dirección y sentido, y, además, la recta que lo contiene. 


Figura 40 


Sea A un vector contenido en la recta r y O un punto fijo del espacio. 
Siendo P un punto cualquiera de r (representamos por P al vector OP), 
vimos en 4.3 que el momento M de A respecto de O es 


0) M=PArA. 
Dado el momento M y el vector A, queda determinada la recta 1, 
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es decir: un vector deslizante queda determinado por el vector libre de igual 
módulo, dirección y sentido, más su momento respecto de un punto fijo O. 
Por tanto, para determinar un vector deslizante daremos el par (A, M), 
con la condición de que los vectores A, M. estén ligados por la relación 
(2) AM=0 
como se deduce de (1) . 
De aquí y de 8.18 se deduce fácilmen la condición para que dos 
vectores deslizantes (As, Mi), (Az, Ms) estén sobre rectas concurrentes es 


que sea 
Ai-M: + A:-M:=0. 

Un “sistema de vectores deslizantes” o bivector es un conjunto de tales 
vectores. Si éstos son (Ar, Mi), (Az, Ma), ..., (An, Ma) se llaman com- 
ponentes del sistema a las dos sumas A* = XA,, M* =  M;. Dos sis- 
temas se dicen equivalentes cuando tienen iguales componentes Si las compo» 
nentes A*, M* de un sistema cumplen la condición (2) , o sea, A*-M* =0, 
el sistema es equivalente a un vector deslizante. Si es Á* = 0 el sistema se 
lama un far y la dirección de la componente no nula M* se llama eje del par. 

Para sumar sistemas se suman las componentes respectivas. 

Con estas definiciones se tiene el teorema importante: 

Todo sistema de vectores deslizantes equivale a la suma de un vector des» 
lizante y un par cuyo eje es paralelo al vector. 

En efecto, basta poner 

(A*, M*) = (A*,M* —2A*) + (0,2 A*) 
y determinar A por la condición de que el primer sumando sea un vector, e 
sea, se cumpla la condición (2), 


A*.M* —2(A*)=0, » 


A*.M* 
(a*) 

El mejor ejemplo de vectores deslizantes son las fuerzas, puesto que su 
efecto no varía cuando se desplaza el punto de aplicación sobre la recta que las 
contiene. Por esto, todo lo anterior puede enunciarse como propiedades de los 
sistemas de fuerzas. 

Como aplicación del último teorema, demostrar, como ejercicio, que el 
sistema de fuerzas representadas por los lados de un polígono plano, todas orien- 


Ve W 


Vr Q 


FicurA 41 


tadas en sentido acorde, es equivalente a un par cuyo momento es igual a dos 
veces el área del polígono. 

Un excelente resumen de la teoría de vectores deslizantes (en alemán 
Stábe) y de los sistemas de los mismos, se encuentra en W. BLAsCHKE, Analytische 
Geometrie, Hannover, 1948, cap. IL. 
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9, Aplicaciones a la navegación aérea. La velocidad de un móvil es el 
mplo más típico de vector. Su dirección y sentido son los del movimiento y 
módulo es el número que mide la velocidad, tal como se define en física 
ciente entre espacio recorrido y tiempo empleado en recorrerlo o, con más 
¡n, derivada del espacio respecto del tiempo). 

jupongamos, por ejemplo, un avión qué posce una velocidad propia W» 
“mueve en el aire con un viento de velocidad W. 

La velocidad resultante Vr será la suma vectorial (fig. 41) 

V=V,+W. 

El triángulo OPQ formado por Vr, V» y W se llama triángulo de 
idades. El ángulo POQ en que se ha desviado el avión de su ruta por 
:ción del viento se llama deriva. 
4 Supongamos que a partir de un punto O_ se desea seguir cierta ruta OA. 
¡Conocido el módulo de la velocidad propia |V»| del avión y la velocidad del 
viento W (en dirección e intensidad), el problema fundamental consiste en 
Ñ ar la dirección de V», es decir, la dirección hacia la cual debe apuntar 
“el avión para seguir la ruta descada, y la velocidad resultante V, para saber 
la velocidad con que realmente el avión avanzará en su ruta, Basta para ello 
“construir el triángulo de velocidades O QP (fig. 42) del cual se conoce el 
ángulo A0Q (ángulo del viento con la ruta) y los lados OQ=|W| y 
QP =|V»|. Para neutralizar el efecto del viento el avión deberá apuntar en 


e 


> Q 


1] Froura 42 


la dirección OS; el ángulo SOP se llama corrección de deriva, Si | Vr| > 

S|V»| el viento se llama favorable y si | V»]<|V»] perjadicial. Si Ve 

fesulta de sentido opuesto a la ruta O.4 que se desea seguir, el viento se llama 
"no navegable. 

Como ejemplos proponemos los siguientes ejercicios: 

1. Dada una ruta OA y el módulo | Vp| señalar las regiones del plano 
que son extremos de los vientos W (llevados a partir de O) que son favora- 
bles, perjudiciales o no navegables. 

2. A partir del triángulo de velocidades OPQ de la figura 41 estudiar 

condiciones del viaje de regreso. 

3. Si en la figura 42 se colocara V, en la dirección OA y se cuns- 
truyera el correspondiente triángulo de velocidades, el ángulo entre V» y la 
nueva V, que se obtuviera sería la deriva. Hallar las relaciones entre la deriva 
y la corrección de deriva. ¿En qué casos son iguales? 
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4. Se llama radio de acción de ida y vuelta a la zona alcanzable por un 
avión desde un punto O, sabiendo que debe regresar a él, Suponiendo cono- 
cida la velocidad V, y el viento W, demostrar que el radio de acción está 
limitado por una elipse con un foco en O y el eje mayor en la dirección de W. 

5. Un avión de velocidad propia conocida 'V, recorre la ruta que une 
los puntos M, N. Sabiendo que hay un viento conocido W, hallar el punto 
en que el avión se encuentra a la mitad del viaje (en tiempo). 

Para estas cuestiones ver Luis S, Sors, Elementos de aviación, Buenos 
Aires, Espasa-Calpe Argentina, 1948 
ba 
Ho 


i 
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TULO 11 


[CAMBIOS DE COORDENADAS CARTESIANAS 
ORTOGONALES 


1, El problema fundamental. La propiedad esencial de todo el 
¡Cálculo vectorial es que los vectores y los resultados de las operaciones 
entre ellos tienen un significado intrínseco, independiente de cualquier 
de coordenadas que por conveniencia se haya introducido en el 
“espacio. 

. Este significado intrínseco es evidente mientras los vectores y las 
“operaciones entre ellos se definen geométricamente, pero deja de serlo 


FiGura 43 


cuando se empiezan a utilizar las componentes de los vectores respecto 
de determinados sistemas de coordenadas. En este caso, cuando se 
«quieran definir vectores a partir de sus componentes, hay que tener en 
£uenta que la definición sea correcta, en el sentido de que efectivamente 
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quede bien definido un vector, o sea, un segmento orientado del espacio, 
con posición bien determinada y la misma para cualquier sistema de 
coordenadas. 

Vamos a poner un ejemplo simple del plano para comprender mejor 
el problema, 

Supongamos dado en el plano un vector A de componentes 4,, dz 
(fig. 43). Si definimos un nuevo vector por el hecho de tener sus com- 
Ponentes iguales a 1a,, az (% es un número real fijo, independiente 
del sistema de coordenadas), la definición es correcta, sin necesidad de 
especificar respecto de cuál sistema de coordenadas se han obtenido las 
componentes a,, az. En efecto, si en otro sistema de coordenadas las 
componentes de A son ay, az, el vector Las”, haz sigue siendo el 
mismo anterior, como se ve en la figura 43 y como ya sabíamos por 
el hecho de tratarse del vector AA (3.4). 

En cambio, si definiéramos un nuevo vector por el hecho de tener 
sus componentes iguales a a, +1, az +2, la definición no sería ad- 
misible, pues este nuevo vector depende del sistema de coordenadas, y 
en todo caso tendríamos que añadir: “vector de componentes a, +2 
az +. en el sistema de coordenadas respecto del cual las componentes 


Fioura 44 


de A son a,, az”. En efecto, si en otro sistema de coordenadas las com= 
ponentes de A son a, as, el vector a/ +1, aj +2 ya no es, en 
general, el mismo anterior (fig. 44). 

Este ejemplo pone de manifiesto que en todos los casos en que se 
defina un vector por sus componentes y en que, por consiguiente, inter- 
venga en la definición un particular sistema de coordenadas, para que la 
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ión. sea admisible es esencial demostrar que el resultado es siem- 
1 mismo cualquiera que sea dicho sistema de coordenadas. 
Consideremos todavía otro ejemplo. Dados dos vectores A (4,42, 

) y B(b,, bz, ba) en el espacio, supongamos que se quisiera definir 
producto entre ellos como el nuevo vector de componentes 44 by, 
da, 23D. ¿Sería correcto? Es fácil darse cuenta de que no. En 
to, tomando un sistema de coordenadas en el cual las componentes 
A fueran A(a”,0,0) y las de B resultaran by, b?,b/, el 
producto así definido sería un vector en la dirección de A. En cambio, 
“en otro sistema de coordenadas en la cual fuera A(a.a ay), 
B(b/, 0,0) el producto sería un vector en la dirección de B. Se 
“trataría, por tanto, de un producto cuyo resultado no dependería exclu- 
sivamente de A y B, sino de estos vectores y además del particular 
sistema de coordenadas respecto del cual se toman las componentes, 

Obsérvese que ello no ocurre ni para el producto escalar ni para el 
vectorial (en este caso salvo la orientación del sistema de coordenadas), 
cuyo resultado es un escalar o un vector que depende exclusivamente 
de los dos vectores, no del sistema de coordenadas. 

Aparece así el problema de ver cómo se puede saber si la defini- 
ción analítica de un vector por medio de sus componentes es o no ad- 
misible. Tal es el objeto fundamental de este apartado y del siguiente, 


2. Cambio de versores fundamentales. Supongamos que los tres 
versores fundamentales T, J, K se sustituyen por otros tres versores 
Y”, J', K' también ortogonales entre sí. Sean 

T=0,1+0,J+0K 
(1) Y =P.1+8.J+B.K 
K'=y1+Y.J + Y K 
las expresiones que dan los nuevos versores por sus componentes respecto 
de los primitivos. Las as (¿=1,2,3) son las componentes de Y, que, 
siendo este vector de módulo unidad, coincidirán con sus cosenos di- 
rectores, o sea, con los cosenos de los ángulos que forma con 1, J, K 
respectivamente. Análogamente, las P; y ys son los cosenos direc- 
tores de J' y K'. 

Inversamente, los cosenos directores de 1 respecto del triedro 
T”, J, K' serán as, Br, y: y, análogamente, los de J y K serán 
om» Ba, Ya y 0, Bs, Ya respectivamente. Por tanto, las ecuaciones 
inversas de (1) son 

I=a,T+8J+yK 


(2) J=0.T1+PJ+vK 
K=aTP+pJ+vK . 
y Las ecuaciones que expresan que los versores Y, J', K” son de 
j módulo unidad y forman un triedro ortogonal son: 
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[63] P=af+aftas=1, JO=B24 PA p=1, 
K=yP+y2+Y?=1 
T.J=0B+0Pt0P=0 T.K'=0, y, +02 Y +07 =0 
J-K=BY+B2y2 +Ba ys =0 
y las que expresan lo mismo para los versores 1, J, K son 
(4) P=or+fr+y?=1 P=o2+fpryó=1, 
K"=0+P2+y*=1 
LJ=00+BB+Yy.=0, 1.K= 01% + Br Bs + y, ya =0 
J.K =0,0,+B.P.+y21,=0. 

Estas relaciones (3) y (4) no son independientes. Geométricamen- 
te es evidente que si las ecuaciones (1) implican las (2), también las 
(3) deben implicar las (4) , lo cual puede también probarse algebrai- 
camente. 

Reuniendo (3) y (4) en un solo enunciado, se tiene: 

Tror. 1: Para la matriz 


O a Oy 
(5) BB Ba 

E O 
de la transformación (1) de un sistema de versores fundamentales en 
otro, la suma de los cuadrados de los elementos de una línea cualquiera 
(fila o columna) vale uno y la suma de los productos de los elementos 
de cualquier línea por los de una paralela vale cero. 

Representado por A el determinante de la matriz (5) , de (1) 
se deduce 
Ay 02 da 
BB Pa 
Yi Ya Ya 

Como sabemos que el producto mixto de los versores de un triedro 
ortogonal vale +1 6 —1 según que el triedro sea positivo o negativo 
(5.1), de aquí resulta: 

Tror. 2: El determinante A de los coeficientes de la transfor- 
mación de un triedro ortogonal de versores en otro, vale +1 si los dos 
triedros son del mismo signo y —1 si son de signos opuestos. 

Otra propiedad importante del determinante de los coeficientes es 
la siguiente. Supongamos que los dos triedros tengan la misma orien- 
tación, o sea, AÁ=-+1. Teniendo en cuenta las relaciones 4.14 apli- 
cadas al triedro Y, J', K”, de (2) se deduce 
K=TAJ=(Biyo— Paya) P'+ (ay — 1 12) Y + (08, — 0981) K! 
de donde, comparando con la última ecuación (2), resulta 
(1) a=Br Bf, B=oYn—aY Y =0%P—0 
y análogamente con los demás elementos. 

En cambio, si A=—1, la orientación de Y' »J',K' es negativa, 


(6) (PJ'K”) = A(IJK), con A= 
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en lugar de las relaciones 4.14 se tiene 

Tajp=-K , PAK=-T , Kar=-y 
lo cual los segundos miembros de (7) resultan con los signos cam- 
los. Se puede, por tanto, enunciar: 
Tror. 3: Si un triedro y su transformado tienen la misma orien- 
“tación, cada elemento del determinante de los coeficientes de la trans- 
formación es igual a su adjunto. Si tienen orientaciones opuestas, cada 
velemento es igual a su adjunto con el signo cambiado, 


3. Cambios de coordenadas. Como siempre consideramos vecto- 
res libres, que pueden por tanto llevarse a partir de un origen fijo O 
los únicos cambios de coordenadas que interesan son aquellos que con- 
'servan el origen. 

Sea un punto general P cuyas coordenadas en el sistema formado 
por los versores 1, J, K sean x, y, z. Esto significa que conside- 
rando P como punto extremo del vector OP, se puede escribir 
(8) OP=x1+yJ+zK. 

Queremos ver cuáles serán las coordenadas de P, o sea, las com- 
ponentes del vector OP, en el sistema de coordenadas determinado por 
los nuevos versores 1”, J/, K”. Si las llamamos a”, y”, 2” deberá ser 
también 
(9) OP=YT+yJ+7K'. 

De (8) y (2) se deduce 

OP= (0,1 +asy+az) 1 +(BrtBy+Bz) + (yrtrvoy tv) K, 
y por tanto, igualando con (9) resulta 
x2=0,x +0) +02 
(10) y=Px+Boy+faz 
Z=NMr+ YY Y z. 

Las ecuaciones inversas, obtenidas sustituyendo en (9) Y, J', K” 

por sus valores (1) e igualando con (8), son 
:=ar+By+ yr 

(1) y=0+By+y.7 
2=0+PBy+Y 7. 

Comparando (1) y (2) con (10) y (11), se tiene: 

Tror. 4: Por cambios de coordenadas ortogonales con el origen 
fijo, las coordenadas de un punto se transforman según las mismas fór= 
mulas que los versores fundamentales, 

Toda transformación lineal y homogénea, como la (10), cuyos coefi- 
cientes satisfagan a las relaciones (3) , y en consecuencia a las (4) ,se 
llama transformación ortogonal. Ella representa una rotación de ejes si 
el determinante de los coeficientes vale +1 ó una rotación seguida de 
una simetría respecto de un plano coordenado, si vale —1. 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar que no es admisible una definición de producto de dos vec= 
tores A (as, as, as), B(b1, ba, bs) como el nuevo vector de componentes 
abr + aba, aba asbr, abs + asbr 
2, Dada la transformación ortogonal 


hallar la transformación inversa y averiguar si los nuevos ejes tienen igual o 
distinta orientación que los primeros. 

3. Buscar las componentes de los ocho versores obtenidos como inter- 
sección de los planos bisectores de los planos coordenados. 

4, Se sabe que los tres versores Y', J', K” forman un triedro ortogonal 
y que cada uno de ellos tiene dos componentes iguales entre sí; hallar el valor 
absoluto de estas componentes. 

5. Si x,y y x',y son dos sistemas de ejes coordenados del plano, no 
necesariamente ortogonales, probar que las fórmulas de transformación de coor- 
denadas (con el origen fijo) son 

a sen (1,3) =x sen (x,y) + y sen (y,9) 
Y sen (Y ,x) =x sen (x,x) + y sen(y,x") 


1 
6. Dados los versores Y =— (1—J+2K),  =— (21—EK) 
v5 


1 


v6 

hallar_K” con la condición de que Y”, J”, K” sea un triedro ortogonal directo. 

7. Dados los vectores A(1, —1,2), B(—1,3, 1) hallar las com- 

ponentes de los versores 1', J', K” que forman un triedro ortogonal y son tales 
que [' tiene la dirección de A y J' está en el plano A, B. 


11. DEFINICIÓN ANALÍTICA DE VECTOR 


1. Transformación de las componentes de un vector por cambios 
de coordenadas ortogonales. Dado un vector cualquiera A, siempre 
podemos tomarlo a partir del origen O. Sus componentes a,, dz, 4 
son entonces las coordenadas de su extremo. Por tanto, por un cambio 
de coordenadas definido por las ecuaciones 10.1 se transformarán como 
las coordenadas de un punto o sea, según las ecuaciones 10.10 y 10.11 
que ahora escribiremos: 

4/=014 +04 +00, a4=00+P0+v0, 
(MD). «¿=Ba+fPatfa , a =00 +Ba + me, 
aS =Y10) + Yoda h Yo ts, da = 00 + Bras + 107. 

Recíprocamente, si se tienen tres magnitudes escalares 4,, dz, %s 

que por un cambio de coordenadas se transforman según la misma ley 
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que las coordenadas de un punto, ellas pueden considerarse como las 
componentes de un vector A, puesto que tomando este vector en otro 
sistema de coordenadas, las nuevas componentes ay, 47, as Tepre- 
sentarán el mismo vector, 

Se tiene así el teorema fundamental: 

Tror. 1: La condición necesaria y suficiente para que tres esca- 
lares a,, as, as sean componentes de un vector, es que por un cambio 
de coordenadas ortogonales de origen fijo, ellas se transformen según 
las mismas fórmulas que las coordenadas de un punto. 


Si se trata de un pseudovector (4.3), las fórmulas de transforma- 
ción de sus componentes deben ser las mismas que para las coordena- 
«das de un punto si el nuevo sistema tiene la misma orientación que el 
primero, pero deben cambiar de signo si el nuevo sistema tiene la orien- 
tación opuesta. Es decir: 

Tror. 2: La condición necesaria y suficiente para que tres esca- 
lares sean componentes de un pseudovector es que por un cambio de 
coordenadas ortogonales de origen fijo y de determinante +1 se trans- 
formen según las mismas fórmulas que las coordenadas de un punto, pero 
cambien de signo por los cambios de coordenadas de determinante =1. 


Ejemplos: 


1. Supongamos que se quisiera definir un vector por la propiedad de 
tener sus tres componentes iguales, o sea, un vector de componentes 4, 4, 4 
distintas de cero. ¿Estaría el vector bien definido? Si al mismo tiempo se da 
un particular sistema de coordenadas, no hay ningún inconveniente en tomar 
en este sistema el vector de componentes a, a, a. Pero si se hace un cambio 
de ejes, las componentes en el nuevo sistema ya no serán iguales entre sí, como 
es evidente geométricamente y resulta de (1). Es decir, sín puntualizar de an: 
temano un particular sistema de coordenadas no se puede definir un vector 
por la propiedad de tener sus tres componentes iguales a un walor dado dis- 
tinto de cero. En otras palabras: el hecho de tener las componentes iguales 
no es una propiedad intrínseca al vector. 

2. Sean A(a, ar, ds), Blb, bz, ba) dos vectores dados. Si definimos 
un nuevo vector por tener sus componentes respectivamente iguales a 
(2) atbh, atb, d+b 
la definición es admisible, independientemente de cual sea el sistema de coor- 
denadas. En efecto, las fórmulas de transformación de estas sumas son las 
mismas (1), como se deduce escribiendo las fórmulas análogas para las com- 
ponentes de By sus transformadas y sumando miembro a miembro. Es el 
E A+B. Lo mismo si se tomaran las diferencias, lo que daría el vector 

En cambio, la definición de un vector por las componentes 
(3) ahh, ab, abs 
no es admisible, pues estas componentes no se transforman según las fórmulas (1). 

3. Sean dos vectores Aa, 0, a), Blb, ba, bs). Veamos si las 
componentes 
(4) 6 = abs — abs, 
definen o no un nuevo vector. 

Por un cambio de coordenadas, según (1) será 


abi — iba, 0 = 01%) — Mbs 
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am abi — adi = (Ba 4 Bra +8 as) (Mbs + 13 ba + ya bs) — 
—= (Na + ya +10) (Bib: + Bb. + Baba) 
= (By — Yi Ba) (abs — abs) + (Bora — Bayo) (as bx — ab) + 
+ (Daya — Bayo) (as bs — asda) . 


Según el último teorema de 10.2, si A=+1 estas ecuaciones se pueden 
escribir 


a = (mb — ash) + 0 (4b1 — abs) + 05 (ab; — 0 b1) 

= 0161 + O2Ca + 005. 

En cambio, si A =— 1, resulta 

Cd == — 061 — Maca — M0s. 

Análogamente se encuentran las fórmulas de transformación para cx y eN. 
Resulta, por tanto, que cx, C1, cs son las componentes de un pseudovector. Se 
trata, efectivamente, del producto vectorial A AB, como ya sabíamos. 

En cambio, compruébese que no tendría sentido definir, a partir de los 
vectores A, B, un tercer vector cuyas componentes fueran, por ejemplo, 

mbi+abso, abtabo, ab +ab, 


o cualquier otra combinación arbitraria de las componentes de A y B que no 


fueran la (4) del producto vectorial o las simples a; + by de la adición y sus- 
tracción, 


La combinación (4) que da el producto vectorial no es caprichosa; es una 


necesidad para que el resultado tenga carácter vectorial (incluyendo en esta de- 
nominación a los pseudovectores). 


4. Vector desplazamiento. Las tres diferenciales dx, dy, dz pueden to- 
marse como componentes de un vector infinitesimal. En efecto, de 10.10, siendo 
las 0, fi, ys constantes resulta que, por un cambio de ejes, las nuevas com- 
ponentes dx', dy", dz” se deducen de las primitivas por las mismas fórmulas 
10.10. Se trata pues de un vector, llamado vector desplazamiento. Si P es el 
punto de coordenadas x, y, z indicaremos este vector por 


(5) dP = dx.1+ dy.J] + dz.K. 


2. Definición analítica de vector. A partir de la definición geo- 
métrica de vector hemos llegado al teor. 1 que permite reconocer cuando 
tres magnitudes escalares constituyen las componentes de un vector. So- 
bre la base de este teorema se puede dar para los vectores la siguiente 
definición analítica: 

Der. 1; Se llama vector al ente definido por tres magnitudes es- 
calares a, , az, as llamadas componentes del vector, las cuales por un 
cambio de coordenadas de la forma 10.10 se transforman según (1). 

Sobre la base del teor. 2 se tiene, análogamente, la siguiente 

Der. 2: Se llama pseudovector al ente definido por tres magnitudes 
escalares a1, dz, a, llamadas componentes del pseudovector, las cua- 
les, por un cambio de coordenadas ortogonales de origen fijo, se trans- 
forman según las fórmulas (1) si el determinante de la transformación 
vale +1, y según las mismas fórmulas cambiadas de signo, si el de- 
terminante vale —1. 


Los pseudovectores se llaman también densidades vectoriales. 
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Ejemplos: 

1. Supongamos un vector A=A (x, y, z) función de punto, Ello quiere 
decir que sus componentes son funciones de x, Y, 2, 05c2, 4=% (X,9,2). 
Afirmamos que las tres derivadas parciales ds, d2s , da son componentes de un 
vector, llamado vector derivado de A respecto de x, el cual se representa por 
A,. En efecto, de (1) se deduce, puesto que las as, By, ys son constantes, 

0,7 = 0 Uy, + U o, + Oz gy, 

Way =B1 01, + Ba do, + Ba gs 

Woo = Ya yo E Ya Mos + Ys aa 
lo cual prueba que la ley de transformación de las ai» es efectivamente la de 
los vectores. 

Análogamente se tienen los vectores Ay, As de componentes respectivas 
dis, 44 (í=1,2,3) 

2. Supongamos un punto P (x, y, £) móvil en el espacio. Ello significa 
que las coordenadas x y, z son funciones del tiempo 2. Afirmamos que las 
derivadas ;=dx/dt, y=dy/dt, z=dz/dt son componentes de un vector, 
Mamado vector velocidad. En efecto, derivando las ecuaciones 10.10 respecto de 


t y siendo los coeficientes constantes, resulta que x, y, z se transforman según 
la ley (1) , lo que demuestra el enunciado. 


3. En cambio, compruébese como ejercicio que las tres derivadas parciales 
Gse, Cry, ds (siendo as la primera componente de un vector) no son compo- 
nentes de un vector, puesto que su ley de transformación no es la de los vectores. 


3. Cambios de coordenadas en el plano. Todo lo dicho para vec- 
tores del espacio vale para el plano, con sólo suponer que los versores 
K y K” son los mismos y perpendiculares al plano de los vectores. 

En todas las fórmulas del apartado 10 bastará hacer 

a=Pp=y=4=0, y=1 
y, para poner de manifiesto que los as, f; son cosenos directores, se 
puede poner a, =cos«p, con lo cual las relaciones 10.3 determinan 
los restantes coeficientes az, B,, Ba en función de q. 

Sin embargo, en vez de seguir este camino, es más simple proceder 
directamente. Sea el sistema formado por I, J y su transformado Y', J' 
Si Y, J' tiene la misma orientación que 1, J, es decir, para ambos 
se va del primer versor al segundo girando en el mismo sentido, se trata 
de una rotación (fig. 45), y llamando q al ángulo de la misma, será 
(como se deduce de la figura), 

Y =cosqI+senpJ J'=—senmpI+cospJ. 

En cambio, si la orientación es opuesta (fig. 46) será 

'=cospl+senpJ , Jj =semplI—cospJ. 
Para las coordenadas de un vector A (a,, as) , la igualdad 
al+aJ=a Y +0 
nos da 
(6) af =c0s pa, + sepa , a =-— sena +00 par, 
si los dos sistemas tienen la misma orientación, y 
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(7) aj = cosa, + sena, as = sena, — cos paz , 
si tienen orientaciones opuestas. 

Los teoremas fundamentales del 11.1 referentes a la caracteriza- 
ción de los vectores y pseudovectores dados por sus componentes sub- 
sisten para el plano, con sólo sustituir las fórmulas de transformación 
(1) por las más simples (6) y (7). 


0 1 y 


Fioura 45 Fioura 46 


A. veces interesan las invers 


s de (6) y (7), a saber: 


(6) a = a cos p— al seno , 4. =aj senq + az cos q 
para cambios que «:onservan la orientación del plano, y 
(7) a, = aj cos + as sen , as=aj sen p— az cosp 


para cambios de coordenadas que inviertan la orientación del plano. 
Las coordenadas x,, x» de un punto y las x,”, x2 de su trans- 
formado están ligadas por las mismas fórmulas anteriores, 


Ejemplo: 
Sea el vector A (a1, as) . Queremos ver el carácter del objeto geométrico 
B (bz, bs) definido por las componentes 
b=-a , ha. 
(6 zo un cambio de coordenadas que conserve la orientación del plano, según 
, seri 


Ñ as = sen p ds — cos p d+ = cos y by + sen q da 
ba =aj =C08 qa + sen as = —sen q ba + cos q ba 
o sea, las componentes bz, ba se transforinan según las fórmulas de los vectores. 
Por un cambio de coordenadas que invierta la orientación del plano, según 
(7) resulta 
bi =—al = — sena + cos p ds = — cos p bh, — sen q ha 
by = al cos p As + senda — senq hb + cos y be 
que son las mismas (7) pero con el signo cambiado. Por tanto: con las com- 
Ponentes de un vector A (as, ar) se puede formar el pseudovector B ae com- 
Ponentes bx=—4s, bh=0%- 
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Geométricamente, B se obtiene por rotación de A en un ángulo de 90? en 
el sentido directo respecto de la orientación del plano. De aquí que, cambiando 
la orientación del plano, B se transforma en su opuesto,. 


4. Escalares y pseudoescalares. Supongamos una función que en 
cada punto de una región dada del espacio toma un valor bien deter- 
minado. Si este valor depende exclusivamente del punto y no del sistema 
de coordenadas ni, por tanto, de la orientación del espacio, la función 
misma se dice que es un escalar. 

En cambio, si el valor que toma la función en cada punto cambia 
de signo con la orientación del espacio (conservando el valor absoluto), 
se dice que es un pseudoescalar o, también, que es una densidad escalar. 

Por ejemplo, cualquier función f(x, y, 2) que por un cambio 
de coordenadas se transforme, simplemente, sustituyendo x, y, 2 Por 
sus valores 10.11. es un escalar. 

En cambio, si por ejemplo en cada punto del espacio o de la región 
considerada están dados tres vectores A, B, CG (con sus componentes 
funciones de x, y, z), el producto mixto (ABC) es un pseudoes- 
calar. En efecto, por un cambio de coordenadas ortogonales (10.11), 
recordando la regla para multiplicar determinantes, es 
(8) (A'B'C') = A(ABC) 
siendo A. el determinante de los coeficientes de la transformación y que 
sabemos vale +1 6 —1 según que el cambio de coordenadas conserve 
o no la orientación del espacio (10.2). Esto prueba que (ABC) es 
un pseudoescalar, 

Hay escalares que no sólo conservan el valor que toman en cada 
punto, sino que conservan la forma de su expresión en cualquier siste- 
ma de coordenadas cartesianas ortogonales. Tales escalares se llaman 
invariantes. 

Por ejemplo, en virtud de las relaciones 10.3 y 10.4 es inmediato 
probar que es 
(9) Pryro=r+y+2o 
relación que geométricamente es evidente, por representar ambos miem- 
bros la distancia del punto (x, y, z) al origen de coordenadas, distan= 
cia que no cambia por una rotación alrededor del mismo. La función 
* + y +2 es, por tanto, un invariante. 

Análogamente, de las fórmulas (1) y de las análogas escritas para 
otro vector B (b,, bz, b3) se deduce 
(10) al by + ayb +as by =a1b,+ aba + ads, 
relación que también es evidente geométricamente, puesto que ambos 
miembros representan el producto escalar de los dos vectores. Por tanto 
la expresión a,b, + abs + as bs es otro ejemplo de invariante, 

A veces se llaman invariantes a todos los escalares, reservando el 
nombre más preciso de invariantes de forma para los que aquí hemos 
llamado simplemente invariantes. 
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En realidad la palabra invariante debe ir ligada a las transformaciones 
respecto de las cuales vale la invariancia. En nuestro caso, puesto que en general, 
y salvo indicación contraria explícita, consideramos sólo cambios de coordenadas 
cartesianas ortogonales de origen fijo, la invariancia es siempre respecto de las 
transformaciones o cambios de variables de la forma 10.10. 

Por ejemplo, respecto de las transformaciones lineales generales 

=06x+)y+02 

Y=bx+by+Bz 

1=NM+NI)+H YO 
sin las condiciones de ortogonalidad (10.3), los ejemplos (9) y (10) anteriores 
dejan de ser invariantes. Si se consideran las transformaciones lineales con el deter- 
minante de los coeficientes siempre igual a +1 (equiafinidades), el producto 
mixto resulta un invariante. 

Ejemplo: 


Supongamos en el plano un vector A (as, as). Formemos Y = 459 — dy. 
Afirmamos que P es un pseudoescalar, En efecto, por un cambio de coorde- 
nadas que conserve la orientación del plano, según (6) es 


de 2, 
As = (— SEN Q Aia + COS dar) + (— sen q dy + 005 Qp day) a 
de de 
dx dy 
A 0 COPA + se da9) ¿E (COS daa + Sen) 
y y 


y como las fórmulas que ligan x,y con 2," son las mismas (6)” que ligan 
las componentes de dos vectores, es 


dx dx a » 
o oo» q A dE yr 


con lo cual resulta 


Az = — sen (p COS Y Mis + COS tp dae — sen? Gay + sen Q Cos (p ay 
Aly = — SEN P COS P Ar9 — seno ss + cosp iy + sen q Cos y day 
de donde 


(11) 


y = rs — ay. 


En cambio, por una transformación de coordenadas que invierta la orien- 
tación del plano, según (7), resulta 


dx dy 
ds = (sen dis — Cos p a) — + (sen pay — cos pd) —, 
Ox” de 
10% oy 
Uy = (Os p Gre + sen dm) y + (cos p dis + sen p ds) y 
y como según (7), en este caso es 
de dx dy dy de 
2 Pe 
resulta 
Are sen Q COS Y Qi — Cost Gas + sent dy — sen q cos-p day 
Ar sen (p Cos p dis + seno ass — Cos tp dig — COS p sen dry 
de donde 
(12) Cr — Ai = — (ñe — iy) 


(11) y (12) prueban que efectivamente Y es un pseudoescalar. 
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EJERCICIOS 


1, Dado un vector A (as, 22, as) comprobar que la suma af + a? + a? 
es un invariante. Demostrar que salvo un factor constante, este invariante es el 
único de la forma Xhi, asa, con hi coeficientes constantes arbitrarios y la 
suma extendida, tanto para ¿ como para j, de 1 a 3. 

2. Dados dos vectores A (a, 4, as), B(bs, ba, ba), probar que las 
combinaciones (Aa -+ mb, la +mbz, dad: + Haba) solamente son com- 
ponentes de un vector si la= 2d = lo y == Hs. 

3. Dado un vector A (1, as, as) probar que las tres derivadas parciales 
Gia, xy, Cs no son componentes de un vector. 

4. Dados en el plano dos vectores A (4, a), B(bz, ba), probar que 
la expresión as ba — as b1 es un pseudoescalar. 

5. A todo número complejo a + bi (i=unidad imaginaria) , corresponde 
el yector del plano de componentes 4, b. Recíprocamente, a todo vector del 
Plano corresponde el número complejo cuyas partes real e imaginaria son, res- 
pectivamente, la primera y segunda componente del vector, Demostrar: 4) En 
esta: correspondencia, la suma y el producto por un escalar se corresponden; 5) 
El producto definido para los números complejos, (a, b).(a', b') = (aa' — bb”, 
cada » Mo puede aplicarse en álgebra vectorial por no tener carácter in- 

nseco 
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1. Forma explícita de las transformaciones ortogonales, En el apartado 10 
vimos que en toda transformación ortogonal aparecen 9 coeficientes a, Pi, Y 
(i=1, 2, 3) ligados por las 6 relaciones 10.3, Esto quiere decir que de los 
9 coeficientes 0%, Bi, ys solamente hay 3 independientes. Se presenta el pro- 
blema de hallar una forma explícita para estos coeficientes en función de tres 
parámetros independientes. Llamando P, q, r a estos parámetros, un cálculo 
un poco largo pero no difícil permite expresar la transformación ortogonal general 
de determinante +1 por las fórmulas 


1 
AE A 00] 
1 
(1) =D —-N++0-P+0—"3+2(0+2).] 
1 
== MM+0r +2 (NI PRA] 
con 
(2) s=14+P4d047. 


La transformación general de determinante — 1 es la misma anterior con 
los signos cambiados en cada ecuación. 

Por ejemplo, para p=1,q=0,r=—1 se obtiene la transformación 
ortogonal 


1 
— (292 
qe »-22) 


1 
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1 
z A 5 


La interpretación geométrica de los parámetros P, q, r es la siguiente. 
Toda rotación de ejes coordenados alrededor del origen equivale a una rotación 
alrededor de cierto eje, Si a,b, c son los cosenos directores de este eje y 0 
el ángulo de giro, es 


0 0 e 
(3) A 1= tE y 12 


2. Angulos de Euler, Otra expresión de las transformaciones ortogonales 
en que aparecen únicamente tres parámetros independientes es la suministrada 
por los llamados ángulos de Euler, que tienen la ventaja sobre la anterior de 
tener dichos parámetros un claro significado geométrico, 


FiGURA 47 


Supongamos dos sistemas de coordenadas ortogonales (x,Y,2) y (*» 
y', Y) del mismo origen O (fig. 47). Para determinar la posición de los ejes 
Xx) y, £ respecto de los x, y, 2 basta conocer: a) el ángulo 0 que forman 
los ejes 2,2; b) el ángulo p que forma x' con la recta de intersección OH 
de los planos (x, y) y (x', y') , medido en el sentido positivo de x” a y en 
el plano (x', y"); c) el ángulo, p que forma el eje x con OH, medido en 
sentido positivo en el plano x, y. 

Estos tres ángulos «p, w, 0 (ángulos de Euler) determinan completa- 
mente la posición de los ejes x”, y”, z' y por tanto las fórmulas de transfor- 
mación de coordenadas de (x,y,z) a (x', y, 2) se podrán expresar en 
función de ellos, El resultado es 

x' = (cos (p cos p —sen q sen wp cos 0)x + (sen p cos y + 

+ cos p sen cos 0) y + sen y sen0z 
(4) y'= (—cos q sen y — sen q cos y cos 0)x + (—senpseny + 
+ cos cos1p cos 0) y ++cos y sen0z 
Y =senp send x — cos psen0 y + cosBz. 
La demostración de estas fórmulas se hace fácilmente descomponiendo 
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el movimiento que lleva el triedro (x, y, 2) sobre cl (+",y',z') en tres pasos 
sucesivos, a saber: 

a) Una rotación de ángulo « alrededor del eje z, que lleve el eje x 
sobre OH. Sus ecuaciones son 


2 =x cos p +ysenp 


(5) —x sen p + y cos p 
A =E> 
b) Una rotación de ángulo 0 alrededor de x, (o sea, alrededor de OH): 
4=% 
(6) yscos 0 + 21 sen O 
a=—ysen0+2.c0s0. 
6) Una rotación de ángulo p alrededor de 23 
a =x..C08 Y + Josen y 
(7) — 2 sen y + y200s Y 


Y=n. 
Juntando estas tres transformaciones parciales se obtienen las fórmulas (4). 


3. Cuaterniones. Los vectores del espacio pueden considerarse como el 
conjunto de los elementos de la forma «sI + a:J + a, K, en la cual 41,42, 
¡son tres números reales (componentes del vector) e 1, J, K tres símbolos entre 
los cuales está definido un producto (producto escalar) por las fórmulas 

P=P=K=1 ,LJ=JK=K.I=0. 

Supongamos ahora que en vez de estos símbolos tenemos otros cuatro 1, 
E,, Es, Es, el primero de ellos la unidad, entre los cuales está definida una 
multiplicación por la siguiente tabla: 


1 
A 
(0) e 
lr 
a 


Der. 1: Se llama cuaternión a toda expresión de la forma 
(9) Q=40+qE, + q + q+Es 
donde los coeficientes q; (componentes del cuaternión) son números reales cua- 
lesquiera. 

La componente q» se lama la parte escalar del cuaternión y la suma 
E + q. E + q, Es la parte vectorial del mismo. 

La suma y producto de cuatermiones se realiza por las mismas reglas de 
suma y producto de polinomios ordinarios, con sólo tener en cuenta, para el 
producto, la tabla (8). De ello resulta, por ejemplo, que el producto no es 
conmutativo, pero que la suma y producto de cuaterniones es siempre otro cua- 
ternión. 

Se llama cuaternión conjugado del (9), al 


(10) X= qe — QuE: — q:E2 — qu Es 
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que cumple la condición 
(11) Q.0*=0*.0=4 + a+ a+. 

Este producto de un cuaternión por su conjugado se llama norma del 
cuaternión. 

Si se tienen dos cuaterniones Q,, Qs se comprueba inmediatamente que 
se verifica 
(12) (Q..Q.)* = 0,*.Q+ 
E cn cuento la norma del producto, por la propiedad asociativa del mismo, 
val j 
(13) (Q:.Q:).. (Q:.Q:)* = Q..Q:.0.*,Q,* = (Q,.Q:*) .(Q:.0:*) 
donde (Q:.Q-*) se ha podido poner al final por tratarse de un escalar, Por 
tanto: la norma de un producto es igual al producto de las normas. 

Dado un cuaternión Q, se llama inverso del mismo y se representa por 
Q* al cuaternión definido por 

or 


(Q.0*) 
el cual tiene por norma la inversa de la norma de Q. 

Los cuaterniones sirven para representar las rotaciones alrededor de un 
punto, o sea, las transformaciones ortogonales del espacio. En efecto, asimilemos 
a cada punto X (x*,y,z) el cuaternión X = xE, + y Es + 2 Es (que carece 
de parte escalar) y consideremos la transformación 
(15) Xx =Q"XxXQ 
en cuya notación debe entenderse que los coeficientes de Es, Ez, Es de ambos 
miembros deben ser respectivamente iguales, lo cual da +”, y”, 2” en función de 
x, y, 2 y de las componentes qu del cuaternión Q. Afirmamos que (15) re- 

presenta una rotación alrededor del origen. En efecto, de (15) se deduce que 
la norma de X” es igual a la norma de X, y como estas normas son, respec- 
tivamente 49942 y +9 +2, resulta que se conserva la distancia 
al origen y, por tanto, tratándose de una transformación lineal, será una rotación 
alrededor del mismo, 

Por otra parte, si es Q(1, Pp, q, 1), la expresión desarrollada de (15), 
igualando los coeficientes homólogos de ambos miembros, no es otra cosa que 
(1) , como es fácil comprobar. Esto nos dice que a cada cuaternión Q. (de 
norma distinta de cero) corresponde una transformación ortogonal, o sea, una 
rotación alrededor del origen. Es interesante observar que a la transformación 
producto de otras dos (resultado de realizar una a cuntinuación de la otra), 
corresponde también el cuaternión producto. En efecto, si a continuación de (15) 
se verifica la nueva rotación Qs, queda 

X"=0"X'0, =Q0"XQ0.= (Q0:)*X (QQ: 


lo que prueba el enunciado. 


(14) Qa= 
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¡ANALISIS VECTORIAL. OPERADORES 
VECTORIALES 


13, CAMPOS ESCALARES. GRADIENTE 


1. Campos escalares. Supongamos una región del espacio, que pue- 
de ser el espacio entero, cuyos puntos estén determinados por sus coor- 
denadas x*, y, z respecto de un sistema cartesiano ortogonal. Una fun- 
ción q (x, y, z) definida en la región se llama una función de punto 
o escalar. Se dice también que ella define un campo escalar, puesto que 
a cada punto le hace corresponder un escalar, que es el valor que toma 
la función en el mismo. 

Análogamente, si en cada punto está dado un pseudoescalar, se dice 
que se tiene definido, sobre la región considerada, un campo pseudo- 
escalar, 

Por ejemplo, las temperaturas en los distintos lugares de la Tierra 
en un instante dado constituyen un campo escalar. Análogamente, las 
densidades del aire en los distintos puntos de la atrr “sfera en un instante 
dado forman otro campo escalar, 

Sean en el espacio tres puntos fijos A, B,C Jiendo X (x,y,z) 
un punto general, sabemos que el producto mixto  (X) = (A — X, 
B-—X,C—X) es un pseudoescalar. Por tanto y (X) = y (x,y,2) 
es un campo pseudoescalar. 


2. El gradiente de una función de punto. Sea p (x, y, z) una 
función escalar definida sobre cierta región del espacio y que admita 
las tres derivadas parciales Pz, Py, Pz- 

¿Pueden estas tres derivadas parciales ser tomadas como las com- 
ponentes de un vector? 

Según 11.1, para que ello sea admisible deberá cumplirse que sus 
fórmulas de transformación, por cambios de coordenadas de la forma 
10.10, sean las 11.1. Ahora bien, recordando la regla de derivación 
de una función de función, resulta 


ñ dx o Oz 
1 e =— A 
(y qe pr E Ra 
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o bien, según 10.11, 
(2) Qe: = 01 Q2 + 02 y + 03 Qe 


y análogamente 
Qe = Pp + Ba qu + Ba pa 


ay 
: =Y1 Qe + Ya Dv + Ya Qe > 

Como estas fórmulas de transformación son las mismas 11,1 re- 
sulta admisible la siguiente: 

Der. 1: Dada una función escalar q (x, y, z) se llama gradiente 
de la misma al vector cuyas componentes son las derivadas parciales Qs, 
Po, Pa- 

Para representar el gradiente se usan indistintamente las notacio- 
nes gradp o bien Vo (se lee “nabla” de «p). Es decir, por defini- 
ción, se tiene 
(3) grad y = Vp= q.1 +0] +9.K. 

De la definición se deduce inmediatamente que si y es otra fun- 
ción de punto, se verifica 


V(p+p) =Vp= Vw 
(4) 


TVl0W =P YH Vo. 

Las mismas consideraciones prueban que si Y es un pseudoes- 
calar. las derivadas parciales 0, . Oy, 0: son componentes de un pseudo- 
vector, puesto que si o cambia de signo con la orientación del espacio, 
lo mismo ocurrirá con sus derivadas parciales. Se tiene por tanto: 

Der. 1': Se llama gradiente de un pseudoescalar e al pseudovec- 
tor cuyas componentes son las derivadas parciales 02,0, 0z + 


Ejemplos: 
1. El gradiente de la función y =x"— 2 +xz—2 +1 es el vector 
Yo=(34+2)1-4yJ + (4 —22)K. 

2. Sea Pa(xo, y», zo) un punto fijo del espacio y consideramos una fun- 
ción del tipo »=0w (r) siendo r la cia del punto variable P (x, y, £) 
a Po, osea ?= (P— Po? = (x — x0)* + (y — 90)? + (2 — £o)*.. Las com- 
ponentes del gradiente serán 

xo »=% 12 
Y = qe Y. = q" 


(5) Y. = Q- 


o bien, si representamos por E al versor correspondiente a la dirección PaP 
(llamado versor direccional), o sea, 


x—x »- 2—% 


Y 
(6) A a É 
se puede escribir 
(7) Yo =wE. 
Por ejemplo, si p=1/r, es 
1 
8 ==- E. 
(8) Y > 


90 


h 
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3. Dado en el plano un vector A (a, a), ya sabemos (11.4) que 
9 = d2s — ay es un pseudoescalar. Observando directamente las leyes de trans- 
formación de las derivadas parciales 0», 0, se encuentra fácilmente que ellas 
son componentes de un pseudovector: el gradiente de 9. 


3. Propiedades geométricas del gradiente. El incremento de la 
función q al pasar del punto P (x,y,z) al punto P+dP (de coor- 
denadas x + dx, y + dy, z + dz) es 

(9) do = q: dx +Qy dy + Qe dz 

que en forma vectorial, representando por dP al vector desplazamiento, 
de componentes dx, dy, dz, (11.5) , se puede escribir como el pro- 
ducto escalar 

(10) dy = grad p.dP = Vq.dP . 

Si consideramos los desplazamientos en todas las direcciones posi- 
bles a partir de Py todos ellos de la misma longitud, o sea con el mis- 
mo módulo |dP|, como los vectores V« y dP, en el punto con- 
siderado, tienen módulos constantes, el producto escalar (10) será má- 
ximo cuando las direcciones de Vq y dP coincidan. Se tiene así la 
importante propiedad geométrica del gradiente: 

Tror. 1: La dirección del vector gradiente de una función p es 
aquella según la cual esta función varía más rápidamente. 

Esta propiedad define, geométricamente, la dirección del gradiente. 
Para definir su módulo, también geométricamente, observemos que de 
(10) se deduce, para un desplazamiento dP en la dirección de VQ, 

|ldp| =|Vp.dP|=|V 01.1 4P] 


|dp| 
JaRiES 


de donde 
(11) Yol= 


es decir: 

Teor. 2: El módulo del vector gradiente de una función y es 
igual al límite del cociente entre el incremento de «p por un desplaza- 
miento en la dirección de máxima variación y el valor del desplaza- 
miento mismo, cuando éste tiende a cero. 

Estas dos propiedades prueban, por camino geométrico, que 
“Y es efectivamente un vector, pues puede definirse independiente- 
mente del sistema de coordenadas. 


4. Superficies de nivel y líneas de gradiente. 

Drr. 2: Se llaman superficies de nivel de una función q (x, Y. 2) 
a las superficies de ecuación «p= constante. 

También se suele decir que p es una función potencial (potencial 
escalar), de la cual deriva el vector Vp ; en este caso las superficies 
de nivel se llaman superficies equipotenciales. 
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En el caso del plano, si p es una función solamente de x, y en 
vez de superficies de nivel, se tienen curvas de nivel. 

Consideremos un desplazamiento cualquiera dx, dy, dz sobre una 
superficie de nivel. Para un tal desplazamiento, siendo p(x, y, z) =cte. 
será 
(12) Qa dx + Qu dy+ padz= 0, osea, Vp.dP=0 . 

Esta ecuación nos dice que V«p es normal a cualquier desplaza- 
miento sobre la superficie de nivel, o sea, 

Tzor. 3: El vector gradiente es, en cada punto, normal a la super- 
ficie de nivel que pasa por el punto, 

Por ejemplo, en el caso considerado en el 13.2, ejercicio 2, de ser 
=p (7) , las superficies de nivel son esferas de centro Po y según (7) 
Vd tiene efectivamente la dirección del vector direccional E que es 
la del radio correspondiente al punto P. 

Der. 3: Se llaman líneas de gradiente de un campo escalar p a 
las que en cada punto tienen la tangente en la dirección del gradiente 
de q. 

Ello significa que la dirección del gradiente coincide, en cada punto, 
con la del desplazamiento sobre la curva. Por tanto las ecuaciones di- 
ferenciales de las líneas de gradiente son 


de de _dy de 
A 
Obsérvese que según el teor. 3, las líneas de yradiente coinciden 
con las trayectorias ortogonales de las superficies de nivel. 


Ejemplos: 


1. Supongamos el caso del plano (2=0). Sea el campo y =*— Y. 
Las líneas de nivel son las hipérbolas +? — y* = constante y las líneas de gradiente 
estarán dadas por 


Hs o 
24 


y por tanto *y=cte, Es decir, son también hipérbolas equiláteras, trayectorias 
ortogonales de las líneas de nivel (fig. 48). 

2. El hecho de ser Y normal a la superficie p=cte. permite hallar 
la ecuación de la normal y por tanto del plano tancente a una superficie dada. 

Sea, en efecto, la superficie p (+, y, 2) =0. La normal en el punto 
Xo (xo, Yo, £o) de la misma, será 
(14) X=X +0)(V0) 
indicando por (Y«p)» el vector gradiente en el punto X,. El plano tangente 
tendrá por ecuación vectorial 
(15) (X —Xo).(Y0).=0 . 

En coordenadas cartesianas, la ecuación de la recta normal se obtendrá 
igualando las tres componentes en la ecuación (14), despejando A en cada 
una de ellas e igualando; resulta 

E A E: E 
(16) = == 


Leo Py Lao 
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Para el plano tangente, la ecuación en coordenadas cartesianas será 
(17) (e — 10) os + (9 — Yo) Pro + (2 — 20) Pay = 0, 
Por ejemplo, para la superficie y =Y* + Y + 211 —6=0 es 
Qe =2x + 22, 9 = 2), q. = 2x. Por tanto las ecuaciones de la normal 
en el punto (1,3, —2) son 
*—1 


242 


Figura 48 


y la ecuación del plano tangente en el mismo punto es 
=-D4+30-34+(+2=0. 


5. Derivadas direccionales. Sea V=V (x,y,z) un versor (vec- 
tor de módulo uno) función de punto, es decir, un versor cuyas com- 
ponentes u,,Uz, Us sean funciones de x,y,z. Es muchas veces útil 
la siguiente 

Der. 4: Se llama derivada direccional de la función de punto 
q (x,y,z) según el versor V , al producto escalar de V por VQ. 

Se representa por 


de 
18 ES S 
(18) E v 


donde en el primer miembro debe entenderse una notación simbólica. 
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El significado de esta derivada direccional es fácil de comprender. 
Consideremos un punto P(x*, y, z) y el punto P+AP obtenido 
por un desplazamiento As en la dirección de V, osea, AP = VAs. 
La función q al pasar de P a P + AP se habrá incrementado en 
Ap = y (P + AP) — py (P) y el límite del cociente de este incremen- 
to por As cuando As>0 es precisamente la derivada direccional 
según V. En efecto, aplicando (10) a este caso en que dP=V ds 
queda 


(19) dp= Yo. V ds 
y por tanto 

: Ap _ dp dp 
20; m—= 35 Ma. 
10) e NY 


Si se quiere extender este concepto de derivada direccional a vec- 
tores, debemos introducir antes la siguiente notación: 
Dados dos vectores, funciones de punto, 
A=al+aJ+aK , V=o%1+0J]+0%K 
representaremos por 


(21) (V.V)A 

al vector cuyas componentes son, respectivamente, 

(22) a o O 0 89s 
Dx dy Oz 


Si indicamos por Az al vector cuyas componentes son las derivadas 
parciales 412, dz», 432 y con análogo significado utilizamos los vectores 
Ay, As, (11.2) , podemos también escribir 
(23) (V.V)A=0,A,+0A, + 03As . 

Con esta notación se establece: 

Der. 5: Se llama derivada direccional del vector A=A (x,y,z) 
según la dirección del versor V, al vector 

dA 
4: —= E 
(24) av (V.V) A 

La interpretación de esta derivada direccional es la misma que para 
el caso anterior de una función escalar. La diferencia entre los valores 
de A en P(x,y, 2) y el punto desplazado en As según la direc- 
ción de V, o sea el punto P+VAs, es AA=A(P+VAs) — A (P). 
El cociente entre esta diferencia y As cuando As>0 tiende, preci- 
samente, a la derivada direccional (24). En efecto, es 


a eos aosón esto (21) puede interpretarse también como el producto del vector A por 
escalar 


v a a a 
A 


94 


13. Campos ESCALARES. GRADIENTE 


AA =A(x + 0,ds,y + 0245, + 045) A (x,9,2) 
y por tanto 


(25) A E 
sed 


Ejemplos: 
l. Sea p=Y*+yY-=2 y V=x1—yJ]+32K. La derivada de y 
en la dirección de V es 
aos =2*-2-6%. 
dv 
2, Si A=snx1+xy2J] +eK y V=x*1—y2] — yK, será 
dA a a 
—=(P=-=y2--y-—) (senxl + 292] + K) 
dv dx dy de 
=* cosx1 4 (4y2—x92—2y)J44eK. 
3. Si A es un vector cualquiera y X el vector posición, se comprueba 
inmediatamente que se verifica 
(A7)X=A. 


6. Derivada total y derivada parcial de un escalar o un vector 
respecto del tiempo. Supongamos una función de punto que dependa 
también del tiempo t, osea, p = q (x,y,2,t). 

Si, además, también x, y, z son funciones de £, y llamamos V 
al vector velocidad (11.2) 


(26) V=i1+yJ+¿K 

donde los puntos indican derivadas respecto de 1, se tiene 
di . . . 

LE = qué + y +22 +0 

que con la notación del gradiente se puede escribir 


(27) 


Si en vez de un escalar se tiene un vector A = A (x,y, 2, £) 
también dependiente del tiempo £, con las notaciones del número an- 
terior, en vez de (27) , tendremos la igualdad vectorial 

dA vA 
(28) 7 o + (V.V)JA. 

Estas expresiones (27) y (28) son las que ligan la derivada total 
respecto de t de un escalar o de un vector, con la derivada parcial res- 
pectiva. 


EJERCICIOS 


1. Hallar las componentes del gradiente de la función p en el punto in- 
dicado en los siguientes casos 


ANÁLISIS VECTORIAL. «OPERADORES VECTORIALES 


+y—22 en el punto (1,3, —1); 
e” seny en el punto (0, x/2, 2); 
6) p=sen3xcos y tgz en el punto (0, 1/2, 2/4); 


d) p=VF +—zen el punto (2, —1,0); 


e) y=lg V*+yY-+2 enel punto (—1,1, 3) 

2. A partir del punto Po (—1, 3,2), ¿hacia qué dirección hay que diri- 
girse para gue aumente lo más rápidamente posible la función (+ +7)? +2 = 
—xy +22 

3. Probar la fórmula YF (q) =F Je. 

4. Siendo X =x1+ y] + 2K el vector de posición y A un vector 
constante, demostrar que Y(A.X) = A. 

5. Probar que si Yp =kX es p=9 (r) siendo r=(2 + +2)12. 

6. Probar que la solución de la ecuación Yp=A, si A es un vector 
constante, es p=A.X+b. 

7. Hallar la ecuación del plano tangente y de la normal a la superficie 
24 —Y+yz—12=0 en el punto (3, —2,1). 

8. Dada la familia de superficies equipotenciales definidas por la ecuación 
y —2x= 0, hallar las líneas de gradiente. 

9. Hallar el ángulo que forman las superficies ** -+ Y — 2x2-7=0 
y 3% —xy+2—4=0 enel punto (—1,2,—1). Por ángulo de dos 
superficies en un punto se entiende el ángulo de las normales en el mismo, 

10. Si p(Ax,1y,1z) =p (x, y, 2), demostrar que 

X.V0=n0. 

11. Dados en el plano dos vectores A (as, da), B(bs, ba) cuyas com- 
ponentes sean funciones de x, y y poniendo 96=4:b—ab1, probar que 
04, Oy son componentes de un pseudovector (el gradiente de 9). 

12. Siendo X el vector de posición y A, B_ dos vectores constantes 
cualesquiera, demostrar la fórmula 

V[(X AA). (XAB)] =BA(X AA) +AM(XAB). 

13, Dada la función p=xye" y el vector V (xy, e*,senz) hallar 

dp/dW . 


14. Dados los vectores A = (3xy, yz, 2), V(xy, yz, 2x), calcu- 
lar dA/dV. 


15. Sea y =p (r) una función de r=VPFPH2 y X(x, 7,2) 
el vector de posición. Demostrar que Yp AX=0. 

16. Probar que las ecuaciones diferenciales de las líneas de gradiente (13) 
pueden condensarse en la forma ¿XA Yp=0 

17. Probar que la dirección de la tangente a la curva de intersección de 
las dos superficies p (x, y, 2) = cte., v(x, y, 2) = cte. es la del vector 
VPA Vr. 


14. CAMPOS VECTORIALES. DIVERGENCIA 
DE UN VECTOR 


1. Campos vectoriales. Supongamos un vector A cuyas compo- 
nentes a; sean funciones de las coordenadas x,y,z definidas en cierta 
región del espacio o en todo el espacio. Se tiene entonces, para cada 
punto P (x,y,z) dela región considerada, un vector A. Ellos forman 
lo que se llama un campo vectorial, 
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Los campos vectoriales reciben denominaciones especiales según la 
interpretación física de los vectores que lo constituyen. Por ejemplo, si 
son fuerzas se dirá un campo de fuerzas; si son velocidades, un campo 
de velocidades, 

Dado un campo de vectores 
(Do A=a(ry23)l+0(x,y,2)J]+0()y, E, 

a las líneas que en cada punto son tangentes al vector del campo que 
pasa por el mismo, se las llama líneas de campo y también, en ciertos 
casos particulares, líneas de flujo o líneas de corriente *. 

Si dx, dy, dz son las componentes de un desplazamiento según 
las líneas de campo, o sea, según su vector tangente A, deberá ser 


dx _dy_de 
(2) A=2=%, 
ar As A 


Estas son las ecuaciones diferenciales de las líneas de campo. 
Si es ar7+0, se puede tomar x* como variable independiente, 
resultando: 


(8) dy _ a(x,y 2), de _ a(x,),2) 


di a(x,y,2) di a(x,y,2) 
Si se trata de un campo de vectores en el plano (a, =41 (X, 7. 
dy = 44 (x,9), as = 0) la ecuación diferencial de las líneas de campo 
es 


(4) 


dy Mm (A), 
de a (x,)) 

En este caso existen siempre las trayectorias ortogonales a las mis- 
mas, llamadas líneas equipotenciales, cuya ecuación diferencial, puesto 
que los coeficientes angulares de direcciones perpendiculares deben ser 
inversos y de signo contrario, será 
15) dy __ (Y) 

de a (x,y) 
En el espacio no siempre existen superficies ortogonales a las líneas 
de campo, como veremos más adelante (16.5). 


Ejemplos: 
1. Sea el campo de vectores en el plano A =— +1 +]. La ecuación 
diferencial de las líneas de campo es 
e RE 
de z 


+ Aquí nos referimos siempre a campos que mo varían con el tiempo. llamados campos 
estacionarios, Si las: a, , además de ser funciones de x, y, z, lo son también del tiempo 1, 
de tiene un campo variable. Por ejemplo, en el caso del movimiento de un fluido, asignando 
% cada punto el vector velocidad de la partícula que en el instante £ pasa por él se tiene 
Un campo de velocidades que puede variar con £. En este caso se suele reservar el nombre 
de lineas de corriente para las trayectorias descriptas por las partículas, distinguiéndolas de las 
líneas de campo que corresponden a la definición dada en el texto. Para un movimiento 
estacionario, ambas líneas coinciden. 
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y por tanto dichas líneas son x*y= constante, o sea, hipérbolas equiláteras cu- 
yas asíntotas son los ejes coordenados. 

Las trayectorias ortogonales o líneas equipotenciales tienen por ecuación 
diferencial dy/dx= x/y, o sea, son las curvas x*—y'=cte., que son tam- 


e hipérbolas equiláteras con las bisectrices de los ejes como asíntotas (fig. 
48). 


2. Sea el campo vectorial A =x1 + yJ +zK. Las líneas de campo 
se obtendrán integrando el sistema 


lo que da ax = fy = yz, que son rectas por el origen. 
3, Sea el campo vectorial 
A=—asenzl + acoszJ +5K 
con a,b constantes, Las líneas de campo se obtendrán integrando el sistema 
dx/dz = — (a/b)senz, dy/dz = (a/b) cosz, lo cual da 
x= (a/b)cosz + A , y= (0/b)snz+p,)2=2x 
que son hélices circulares de eje paralelo a K., 


2. Divergencia de un vector. Sea el vector A dado por (1) . Por 
un cambio de coordenadas ortogonales, las nuevas componentes as 
de A están dadas por las fórmulas 11.1, que ahora escribiremos, abre- 
viadamente, 

(6) a=Y%a4wa, ay =E ba, y =E y 
donde las sumas se suponen extendidas, aquí y en lo que sigue, de 1 a 3 

Derivando respectivamente estas igualdades respecto de las nuevas 
coordenadas x”, y”, z y teniendo en cuenta que en los segundos miem- 
bros los coeficientes as, Pi, y; son constantes y que debe derivarse 
como función de función, resulta 

Lio = (E 04 210) 01 + (2 04 0iy) da + (2 04 012) aa 
(7) Cay =(3 Bicio) P + (E Bi 2iy) Po + (2 Bi diz) Bo 
Co = (2 Yi diz) Ya + (2 4 %iy) Ya + (2 1042) Yo 
puesto que, según 10,11, es 
dx dy wz dx 
= =S el = etc. 
(8) A a B, 

Estas ecuaciones (7) son las fórmulas de transformación de las de- 
rivadas parciales di», toy, dss por el cambio de coordenadas 10.10. 
Ellas nos prueban que estas derivadas parciales no son componentes de 
un vector, puesto que no son de la forma 11.1. 

En cambio, si sumamos miembro a miembro las igualdades (7), 
la primera columna del segundo miembro da 
(9) E (0505 + BBi+ Ya 19) die = 05 
puesto que según las relaciones 10.4 la suma a; a, + PsP, + ys y. vale 
cero si ¿21 y vale uno si ¿=1. Análogamente, las columnas segunda 
y tercera al ser sumadas dan, respectivamente, doy y %oz. Por tanto 
resulta 
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(10) Pipo E O ayr E Aa = Ora + day + Cos 
es decir; la suma de las derivadas de las componentes de un vector 
respecto de la variable respectiva es un invariante, 

Esta independencia del sistema de coordenadas justifica la siguiente 

Dur. 1: Se llama divergencia de un vector A (a,, az, as) cuyas 
componentes son funciones de las coordenadas x, y, z a la suma 
(11) div A = 412 + Gay + Qag . 

De esta definición se deducen inmediatamente las siguientes pro- 
piedades 


div (A = B) = div A + div B 
(12) 


div (pA) =VQ.A + q div A. 

Si A es un pseudovector, las relaciones (7) valen igualmente, pero 
el hecho de cambiar las componentes de signo al cambiar la orientación 
del espacio hace que también cambie de signo la expresión (10). Por 
tanto se trata de un pseudoescalar, O sea: 

Der. 1': Se llama divergencia de un pseudovector A al pseudo- 
escalar definido por la misma expresión (11) . 


Ejemplos: 
1. La divergencia del vector A=(3+* — y)1 + 2x2] + (2 — y XK 
es divA=6x +1. 
2. La divergencia del versor direccional 13.6 
*—x )—% zz 
E= EE y 
r r 


siendo 1 = (% — x0)* + (y — 90)? + (2 — 20)*, por un cálculo fácil resulta 
que vale 


E 2 
EN) divE= — 
r 


K, 


para el caso del espacio y divE = 1/r para el caso del plano. 
3. Veamos ahora la divergencia de Y, para el caso en que p es 
sólo función de r. Según 13.7 y 13.8 es 
div grad y =div(9-E) = Yo» .E + qrdivE . 
Según la misma 13.7 es Yqr=Qrr E, con lo cual queda 


dreaio= +2. 
E 
La divergencia del gradiente de una función q es un escalar que se llama 


el laplaciano (o la laplaciana) de p; se representa por Am, y lo estudiaremos 
más adelante (apartado 16). La expresión anterior se puede por tanto escribir 


(14) do=0 +2. 
Para el caso del plano, se obtiene análogamente 
(15) Ap = 0 +. 


Por ejemplo, para el caso del espacio, si es p=1/7 resulta A(1/7) =0 
y para el caso del plano A(logr) =0. 
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4. En el ejemplo del 11.3 vimos que a partir del vector A (41,42) del 
plano se puede formar el pseudovector B(—asz, as). La divergencia de este 
pseudovector será divB = — di» + 4, que efectivamente sabemos que es un 
pseudoescalar, según el ejemplo de 11.4. 


3. Interpretaciones físicas de la divergencia. Aunque más adelante, 
al dar el llamado teorema de la divergencia (apartado 21) , justifica- 
remos de manera más rigurosa y precisa lo que ahora vamos a decir, 
podemos ya adelantar una idea del importante significado físico de la 
divergencia. 

Supongamos un fluido en movimiento y sea A= a, 1+a,J + a, K 
el vector velocidad del mismo en cada punto, Es decir, Á es un campo 
de velocidades, cuyas componentes a; las suponemos funciones deriva- 
bles de las tres coordenadas x,y,z. Consideremos el punto P (+, y,2) 
y un paralelepípedo elemental que a partir de P tiene las aristas pa- 
ralelas a los versores fundamentales 1, J, K- y de longitudes res- 
pectivas Ax, Ay, Az (fig. 49) . 


FiGURA 49 


La cantidad de fluido que entrará en el paralelepípedo por la cara 
normal al vector 1 por unidad de tiempo será a, (x, y, 2) Ay Az 
(producto de la componente de la velocidad según 1, por el área de 
la sección de entrada) y la cantidad que saldrá por la cara opuesta será 
ar(x + Ax, y, z) Ay Az. Para Ax>0 la diferencia entre estas 
dos cantidades es dy» Ax Ay Az. 

De igual manera, las diferencias análogas para las otras caras del 
paralelepípedo son ay Ax Ay Az, ass AxAy Az. Por tanto, la canti- 
dad de fluido que por unidad de tiempo se ha creado en el para- 
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'lelepípedo elemental considerado es (412 + doy + ass) Ax Ay Az = div 
A Az Ay Az. De aquí resulta que: la divergencia del vector A en 
el punto P es el cociente entre la cantidad de fluido que se crea por 
unidad de tiempo en el volumen elemental correspondiente a P y este 
volumen, cuando el mismo tiende a reducirse al punto P.. 

Naturalmente que si divA resulta negativa, en vez de “crearse” 
fluido en P, hay que entender que se “consume” fluido en este punto. 
En el primer caso se dice que en P hay una fuente y en el segundo 
un desagiie o sumidero. 

De manera abreviada y general, se tiene por tanto la ecuación de 
conservación: 
(16) dwvA=F-—D 
donde FF (fuente) indica la cantidad de fluido que se crea y D (desa- 
gie) la que se consume en P, por unidad de tiempo. 

“Vamos a considerar algunos ejemplos particulares de esta fórmula 
general. 


a) Ecuación de continuidad de la hidrodinámica. Consideremos 
el caso en que el fluido es un líquido de densidad e (función de las 
coordenadas x, y, z y también del tiempo t) y apliquemos el razo- 
namiento anterior al vector A=0V, siendo V la velocidad. En este 
caso, en vez de “cantidad de fluido”, medida en volumen, que se crea 
o consume en el volumen elemental correspondiente a P por unidad 
de tiempo, tendremos el producto de aquel volumen por la densidad, 
o sea, la masa del líquido, La divA=div(0 V) será, por tanto, la 
cantidad de masa que se crea o consume por unidad de tiempo en P. 
Entre estas cantidades hay que incluir ahora la cantidad que se “acu- 
mula” en el mismo punto, debido a una variación en la densidad e. 
Esta masa que se acumula por unidad de tiempo vendrá medida por la 
derivada 20/09: y habrá que tomarla negativa, pues es una masa que 
entra en P y no sale, apareciendo por consiguiente como un desagile *. 

Si representamos por y =p (x,y,z,t) , la masa creada (y >0) 
o consumida (w<0) por unidad de tiempo en P,' tendremos en- 
tonces 
(17) div (0V) =y= 


An 
a 

que es la ecuación de continuidad de la hidrodinámica. Como veros, 
ella no expresa otra cosa que la conservación de la masa. 


Si el líquido es incompresible, es e=cte. y la ecuación de conti- 
nuidad queda. 


(18) div (0V) =wy 


% Si la derivada de Q respecto de * es negativa, en vez de acumulación de masa hay 
una dilución y entonces aparece esta derivada como fuente, lo cual está de acuerdo con el 
para la misma en la ecuación (17). 
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y si, además, no hay fuentes ni desagiies, queda 
(19) divV=0. 

b) Ecuación del calor. Si en vez de un líquido, interpretamos el 
fluido como el calor que se desplaza a través de un cuerpo, el vector A 
representará ahora la corriente calórica, o sea, el vector cuyo producto 
por un elemento de área normal a él es igual a la cantidad de calor que 
atraviesa este elemento por unidad de tiempo. La cantidad de calor 
creada, consumida o acumulada por unidad de tiempo en un punto P, 
será también iguál a la divA. 

Si no hay fuentes ni desagijes de calor, la cantidad del mismo que 
se acumula en P se traducirá en una variación de la temperatura T' 
en P, medida por la expresión ce(9T/0t), donde < es el calor 
específico y e la densidad del medio. Si en un punto la temperatura 
aumenta (07/0t) >0) significa que hay acumulación de calor, es 
decir, que sale menos calor del que entra y por tanto que el punto 
debe considerarse como un desagúe, En cambio, si la temperatura 
disminuye (9T/9£) <0) , quiere decir que sale más calor que el que 
entra; el punto se comporta como una fuente. Por consiguiente la ecua- 
ción de conservación será en este caso 


(20) dvA==c E. 
La ley más simple de conducción del calor postula que sea 
(21) A =—k grad T 


siendo k una constante. Sustituyendo en (20) aparece la divgrad T + 


que es un escalar, llamado laplaciano de T (ver apartado 16) y que 
se representa por 

AT = divgrad T 
con lo cual la ecuación (20) se escribe 


aT 
(22) KAT — co 7 =0 


que es la ecuación fundamental de la conducción del calor. 


c) Campo eléctrico. El caso del campo eléctrico E (en ausencia de con- 
ductores) que aparece en la teoría de Maxwell es muy distinto, en principio, de 
los anteriores. Aquí no hay movimiento de ningún fluido, mi por tanto tiene 
sentido la ecuación de conservación en la forma (16) . 

Sin embargo se puede proceder por analogía (confirmada por la expe- 
riencia) y sentar como principio que: el campo eléctrico E creado por una 
carga e es idéntico al campo de velocidades correspondiente a un fluido in- 
compresible de densidad 1/4x producido por una fuente puntual de inten- 
sidad e. 

En general, si las cargas están distribuidas de manera continua en el es- 
pacio, con densidad o (x, y, 2), al pasar al modelo del fluido tendremos la 
ecuación (18), en la cual es ahora w=0 y la densidad o que allí figura es 
ahora igual a 1/4x. Queda de esta manera 


(23) divE = 4x0 
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que es la primera de las ecuaciones fundamentales de la teoría de Maxwell (ver 
apartado 26) . 


EJERCICIOS 


1. Calcular la divergencia de los siguientes campos vectoriales 
a) (3% —y+2%)1+c0 y] —e*K 
b) “IF4yJ+Y42K 
€) PI+JT+K) siendo r= (4 + + 2)P 
d) Pyl— cosyJ +2K. 
2. Calcular la divergencia de los siguientes campos vectoriales en el punto 


indicado 
8) (*+y1+2)J — x2K en (—-3,0,1) 
b) xyz1+senyJ] —2K en (0,2/%, 1) 
ec) x1—yJ++eK en (1,1,0). 
3. Calcular la divergencia y luego el gradiente de la divergencia de los 
siguientes campos vectoriales, 
a) PI—xyJ + 2K 
b) senxI+senyJ + senzK 
0) Pl+yrI+arK, (P=*43 42). 
4. Sea A= (3% + »)1 — (senx — 2)J + 0K. Hallar a con la 
condición de que sea divA=0. 
5. Sea A = (senx —2)1 4 a] + z2yK. Hallar «a con la condición 
de que sea div A =— xr. 
6. Probar las identidades 
a) div(A A (BA C)) = (A.C) divB — (A.B) divCG+ 
+ B.grad (A.C) — C.grad (A.B). 
0. 


b) div (grado A O grad y) 
£) div (gradp A grad y) 


15. EL ROTOR 


1. El rotor. De manera análoga a como se han obtenido las ecua- 
ciones 14.7 se obtiene 
Wo = (E Pi dis) Y, + (E Bi tay) Ya + (E Pi diz) Ya 
Cop = (E Yi di) Pi + (Eidos) Pr + (E y uo) Bo 
donde, como siempre, los índices x,y,z o x',y,z' indican derivadas 
parciales y las sumas se suponen extendidas desde ¿=1 hasta ¿=3. 
De aquí, restando miembro a miembro y teniendo en cuenta el teo- 
rema 3 del apartado 10, resulta que si el triedro primitivo y su transfor- 
mado tienen la misma orientación, vale 
(1) ay — dloz1 = 04 (doy — das) + 02 (017 — 035) + 09 (220 — 419) 
y la misma fórmula con el signo cambiado si tienen orientaciones opuestas. 
Por tanto, estas fórmulas de transformación nos dicen que la di- 
ferencia d:y— dz, se transforma como la primera componente de un 
pseudovector. Análogamente se obtiene que las diferencias 412 — %s2 Y 
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tar — (yy se transforman como segunda y tercera componentes del mismo 
pseudovector. Está por tanto justificada la siguiente 

Der. 1: Se llama rotor (o rotacional) de un vector A de compo- 
mentes 4,, 4, az (funciones de x, y, z) al pseudovector de com- 
ponentes 
(2) doy — o y Oi og y 8 — ay 
el cual se indica por rotA. 

Es decir, 
(3) —rotA= (ay— az) 1+ (41, — dor) J+ (077 — 49) K . 

Como regla mnemotécnica, obsérvese que rotA resulta como de- 
sarrollo del determinante 


1) 

(4) rtA=|9 2 2 
x y e 
a da Az 


donde los productos simbólicos Zo 5 Zo , +». hay que entenderlos 
le y 


a y 
como las derivadas parciales respectivas e = Mae y 3 = ay y 
e 


dy 

Consecuencia inmediata de la definición es que 
(5) rot (A + B) =rotA +rotB. 

Si se trata de un pseudovector en vez de un vector, el rotor se 
define por las mismas componentes (2). Solamente hay que observar 
que el resultado es ahora un vector, puesto que por cambios de coorde- 
nadas que invierten la orientación del espacio, las componentes del pseu- 
dovector cambian de signo, y al formar las combinaciones (2) aparece 
otro cambio de signo, lo que equivale, en conjunto, a ningún cambio, 
quedando la ley de transformación de los vectores. Por tanto se tiene: 

Der. 1': Se llama rotor de un pseudovector A de componentes 
4, dz, 4 (funciones de x,y,z) al vector cuyas componentes son las 
expresiones (2) . 

En particular, si A es un vector, el resultado de aplicar dos veces 
el operador rot, o sea, rotrotA es nuevamente un vector. 


2. Líneas de rotor o torbellino. Dado un campo vectorial A, el 
conjunto de los rotA forma otro campo vectorial (o mejor, un campo 
pseudovectorial) llamado campo de rotores. Las líneas de campo (14.1) 
de un campo de rotores se suelen llamar líneas de torbellino, Sus ecua- 
ciones diferenciales serán las 14.2 sustituyendo 4,, az, az por las com- 
ponentes del rotor, o sea, 


104 


15. EL Roror 


(6) de _ dy _ de 


Gsy — Gzz Ur — laz Az — lyy 


Ejemplos: 

1. Sies A=*I— (r+y3)J] + (2 —senx) K, entonces será rotA= 
=cosr J-K. 

2. Sea A=xr1 + yr] + 27K, con r= (+9) +2)”. La 
primera componente del rotor es 


¿=== 


y análogamente las otras componentes, de manera que resulta rotA=0, 
3. Sies A =a«(r) 14 b(1)J + c(r)K, siendo a, b, ec funciones 
de r, es 
rtA = [(ye —2) 14 (24 —x0)J + (x —ya) Klr» 
donde los acentos indican derivadas respecto de 7. 
4. Dado el campo de vectores A =x21— (3x +9)J + (* +y)K 
las líneas de torbellino estarán dadas por el sistema 


de dy de 
2) =3. —3 
que igualado a de, e indicando con puntos las derivadas respecto del parámetro 
auxiliar £, equivale a 


i=2) ,)=-=x% ,21=-3. 
Las dos primeras ecuaciones dan * + 2x =0, o sea, e=acosV2t + 
+ b sen V2t; la segunda ecuación da entonces y = — (a/v2) sen Vit + 
+ (5/42) cos VZt y la última 2 =— 31 +0. Éstas son las ecuaciones 


paramétricas de las líneas de torbellino; «a,b, .c son constantes arbitrarias. 


3. Significado físico del rotor. Ejemplos. El concepto de rotor 
tiene mucha importancia en física, sobre todo en mecánica de fluidos 
y en electrodinámica. Vamos a dar una idea intuitiva: de su significado. 

Consideremos un campo de vectores A=a«,1+4,J+4,K y la 
circunferencia (Cde radio r situada en el plano x, y con centro en 
el origen de conrdenadas. Sea P un punto de la circunferencia y T el 
versor tangente (fig. 50). Las componentes de T' son — sen (p, cos y 
y por tanto 


(7) A.T =-— assenq + azcosp . 
Interpretando Á como un campo de fuerzas, la integral 
er 
(8) y= S A.Tds= $ A.Trdp 
o o 


es el trabajo de las fuerzas A al desplazarse sobre toda la circunferen- 
cia C. En general, para vectores A cualesquiera, la integral (8) se 
llama circulación de A sobre C. 

Para calcular y necesitamos conocer las funciones a, (x, y, 2) 
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a(x,y,2), as(x, y, 2) . Suponiendo r suficientemente pequeño, 
el desarrollo en serie de Taylor nos da 
01 (%,y,0) = dijo + dj2x + Ayy +... lio + Ai2T COS P + ay rsenp+... 
22 (1, 9,0) = dzo + ag2x + lay ho. = 00 + 99 1 COS P + ay sent... 
Sustituyendo estos valores en (7) y (8) resulta 
1=-4ayar +agar+r (...) 
y por tanto 


(9) das — dy = lim — 


70 py? 


Es decir: si en un campo de vectores se coloca una circunferencia C 
de radio r y centro en un punto O , la componente del rotor en O según 
la normal al plano que contiene C,es igual al límite, para r>0, de 


T, 


Ficura 30 


la circulación del campo a lo largo de C, dividida por el área del 
cárculo que encierra. 

En cuanto al sentido, una vez fijada una orientación para C (o 
sea, el sentido del versor tangente T) , se determina por la regla del 
sacacorchos u otra análoga (ver 4.2) , teniendo en cuenta que la orien- 
tación de C más la de rotA debe dar una orientación directa al es- 
pacio si y >0 e inversa si y<0. 

El resultado obtenido, como veremos más adelante (apartado 22) 
es general para cualquier curva cerrada infinitamente pequeña y desde 
ahora nos permite dar una idea del significado físico del rotor. 
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Supongamos que A es un campo de fuerzas y la circunferencia € 
una rueda que puede girar en su plano, sin rozamiento, alrededor de (0) 
por acción de la fuerza A; si y>0, la acción total de las fuerzas 
originará una rotación de la rueda en sentido directo (el de T) ; si 
y < 0 el movimiento será en sentido inverso y si y=0 no habrá tal 
rotación. 

Es decir, colocando una ruedecita de prueba en los distintos puntos 
de un campo, ella tenderá a girar en los puntos en que el rotor sea dis- 
tinto de cero y quedará quieta en los puntos en que el rotor sea nulo. 


= 
—+ 0 
—— 


> 


FiGurA 51 


Lo mismo ocurre si interpretamos A como un campo de veloci- 
dades de las partículas de un fluido en movimiento. Supongamos (fig. 
51) un fluido que se mueve paralelamente al eje + con velocidad de- 
creciente con la altura. Una rueda con aspas colocada en un punto O 


Ficura 52 


107 


¡ANÁLISIS VECTORIAL, OPERADORES VECTORIALES 


girará, empujada por el fluido, en el sentido indicado en la figura, pues 
la mayor velocidad de arrastre de las aspas inferiores prevalecerá sobre 
la de las aspas superiores que tienden a girar en sentido contrario, Esto 
quiere decir que en O el rotor del campo es distinto de cero; su sentido 
€s el normal al plano del dibujo, hacia adelante. 

Ejemplos: 

1. Consideremos el campo radial de la figura 52, o sea, 
a= 14 J 


Ve+ y Vve+y 
con a=cte. Intuitivamente se comprende que debe ser rotA=0, pues una 
ruedecilla colocada en el campo no girará por estar las aspas empujadas por 


Ficura 53 


igual en ambos sentidos, Compruébese analíticamente que en efecto es rot A = 0, 
aun en el caso de ser a = a(r), (r = distancia al origen) . 
2. Sea el campo de vectores (fig. 53), 
ar a(r 
a 2 qua L0E 
7 r 


=J 
cuyas líneas de corriente son circunferencias contenidas en planos paralelos al 


x, y y de centro sobre el eje 2. Siendo r = VWF + 7, la definición de 
rotor da 


rot A = (4 +a/r)K. 
Por consiguiente es siempre rotA 0, excepto sl a = c/r. 


3. Consideremos un caso un poco más general que el de la figura 51. 
Supongamos un fluido que se mueve con velocidad paralela al eje x, la cual 
varía con la altura según cierta función dada y = q (z) (fig. 54). El campo 
de velocidades será A=9 (2) I. 
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Por tanto rotA=w'J. Para que el rotor sea nulo debe ser y'=0, 
o sea, debe tratarse de un punto (como el P de la figura) en que la tangente 
ala curva x= q (z) sea vertical. Ello está de acuerdo con el significado intui- 
tivo mencionado del rotor, pues en estos puntos las aspas de un molinete infi- 
sitesimal colocado en ellos estarán empujadas por igual, las superiores y las in- 
feriores, y el molinete no girará. 


21 


y ; X 


TFrGura 54 


4. Velocidad angular. Otra interpretación del rotor. Supongamos 
un movimiento de rotación alrededor de un eje e (fig. 55). Un punto 
P que dista r del eje tendrá una velocidad V , perpendicular al plano 
determinado por e, P y de módulo v = ds/dt, siendo ds el elemento 
de arco sobre la circunferencia de centro O y radio r, o sea, la cir- 
cunferencia que describe P. Si w es el ángulo central de esta cir- 
cunferencia, será ds = rdw y por tanto v = rdw/dt. El valor do/dt 
es el mismo para todos los puntos que giran (no depende de 7) y se 
llama velocidad angular del movimiento de rotación, 

El vector U, cuyo módulo es la velocidad angular y está dirigido 
según el eje e de manera tal que los tres vectores OP, V,U formen 
un tricdro directo, se llama vector velocidad angular, 

Según esto, representando por P el vector OP, de módulo r, 
será 

V=UAP 
puesto que la dirección y sentido son los que corresponden por formar 
b, V, U un triedro trirrectángulo directo, y el módulo es también 
Igual en ambos miembros por ser v = 7 dwo/dt. 

La velocidad 'V de los distintos puntos forma un campo vectorial. 
Queremos hallar el rotor de este campo. Puesto que el rotor no depende 
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de los ejes coordenados (mientras se mantenga la orientación del es- 
pacio), podemos tomar el eje e como eje z y el plano normal en que 
se mueve P como plano x, y. Entonces, llamando a a la velocidad 
angular, es U=aK, P=x1+y]. Por tanto UAP=—ayl+ ax] 
De aquí, rot (UAP) =20K =2U. Es decir 
rotV=2U., 

Esto nos dice que: 

El rotor del vector velocidad en un movimiento de rotación alre- 
dedor de un eje es igual al doble del vector velocidad angular. 


Ú 


e 


Ficura 55 


EJERCICIOS 


1, Hallar el rotor de los siguientes campos vectoriales 
a) (senx—3)1 4 (*4+2)J]-2K 
b) e*l—yJ+2K 
6) PIF4yJ42K 
d) logx1 + logy] + logzK 
e) (=P) 4 xy2J — 2K. 
Hallar el rotor de los siguientes campos vectoriales en el punto indicado 
a) (* —lgy14+xy21—2K en (-1,1,0) 
b) 3xyI + VyJ + VZK en (3,4, 2) 
€) senzI+seny] + senzK en (0, 2/2, x). 

3. Siendo y = 3x'e"senz, hallar rotgradg. 

4. Siendo A=x*I — (x + y +2)J—x2K hallar rotgrad div A 
en el punto (1, —1, 2). 

5, Si A=q(1)X siendo X=x1 +3] +2K y 9 una función de 
(+7 + 2)Z, probar que rotA = 0. 
6. Si A es un vector constante y X el mismo vector del ejercicio an 
terior, probar que rot(A AX) = 24. 

7. Si A es un vector constante, probar la identidad 

A.[grad (B.A) —rot(B A A)] = divB 

válida cualquiera que sea el vector B. 


> 


r 
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8. Probar la identidad 
rot [rot A + grad y] = rotrotA. 
'9. Hallar las líneas de torbellino del campo de velocidades V = VF FL. 


10. Sea el vector A = 2x1 — 2yJ + hK. Hallar la expresión ge- 
“neral de la función h (x, y, 2), para que sea rotA =0. 


16. EL LAPLACIANO. FÓRMULAS VECTORIALES 


1. El operador “nabla”. Para indicar que las ecuaciones 13.2 y 
13,2 son válidas para cualquier función «p, podemos escribirlas, sim-= 
bólicamente 


a de Vta 
er y» a 
0 0 0 a 
= + + 
Ey bi dx bh ay ba dz 
Él E El 
—=N 7 +N 7 + 
Ñ ASS 
Comparando con 11.1, estas ecuaciones nos dicen que los símbo- 
los de derivación parcial 
J E) a o 
1 A 
y M) dx , dy ES 


pueden considerarse como las componentes de un vector simbólico, puesto 
que por un cambio de coordenadas se transforman según la ley carac- 
terística de los vectores. 

Este vector simbólico u operador se representa por Y (“nabla”) 
Se llama operador porque representa una operación que debe efectuarse 
sobre una función. 

Lo importante de este concepto es que, transformándose sus tres 
componentes como las de un vector, se puede considerar como tal y 
por tanto combinarlo con otros vectores mediante las Operaciones vec» 
toriales conocidas. 

Así, por ejemplo, el producto escalar de Y por un vector A nos 
da precisamente la divergencia: 


a a 
. (2) NS o A 4 
El producto vectorial de Y por A es el rotA. En efecto, según 
dy 15:40 
y NN 
(3) O O 
dx dy 02 
4 dz 4 
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— El producto de Y por un escalar «p es el gradiente Voq. 
Obsérvese que YV.A es un invariante o escalar (como todo pro- 
ducto escalar), Y AA es un pseudovector (como todo producto vec- 
torial) y “Vp es un vector (como resulta siempre que se multiplica un 
vector por un escalar). 


2. El laplaciano. 

Der. 1: Se llama laplaciano de una función de punto Q (x,y, z) 
a la divergencia de su gradiente. 

Se representa por A (o también, a veces, por Y?) , de manera 
que, según la definición, es 
(4) Ap=V "9 =V. Vo = div grado = Qee + Qu + aa 

Las funciones «p que satisfacen a la ecuación Ap=0 se llaman 
armónicas. 

De la definición se deduce inmediatamente la distributividad 


(5) A (pp) =Ap = Ay 

y también de 13.4 y 14.7 la relación 

(6) A(0p) =pAy + yAp+2 9. Vw . 
Ejemplos: 


L Si V0=*2-3xY—2xy+1 e Ap =12*2—6x. 

2. En 14.9 y 14.10 vimos que si y =p (r) es Ap =0%+ + 2/1 
para el espacio y Áp = Qrr + q»/r para el caso del plano. Estas expresio: 
hes_ permiten integrar inmediatamente la ecuación Ap = 0, resultando 
Q = Cale 4 cs para el espacio y p = cslogr + cs para el plano, siendo 61, € 
dos constantes arbitrarias. Se tiene por tanto: 

Tror, 1: Las únicas funciones armónicas de la forma y = q (1) son 


(7) 9=0/r + 
para el espacio, y 
(8) 9 = cilogr + 0 


para el plano. 
3. El laplaciano de una función «p es un escalar. Por tanto se le puede 
aplicar nuevamente el operador A, resultando el laplaciano doble o bilapla- 


ciano. En coordenadas cartesianas ortogonales su expresión es 


Yo o Ex xa Ex 
AA9= Y = + + +2 +2 3 
a de ao 002 aa 
Las funciones que satisfacen a la ecuación AÁG=0 se llaman biar- 
mónicas. 


3. Laplaciano de un vector. Ya observamos en 15.1 que si bien 
el rotor de un vector es un pseudovector, el rotor del rotor vuelve a ser 
un vector, Se puede, por consiguiente, establecer la siguiente 

Der. 2: Se llama laplaciano de un vector A al nuevo vector de- 
finido por la relación 
(9) AA = grad div A — rot rot A 
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simbólicamente se puede escribir 
AA=V (V.A)-VA(VAS). 
definición parece un poco artificial, pero si hallamos las com- 
ntes de este vector tendremos la explicación del nombre. 
En efecto, si a,, as, az son las componentes de A, es 
grad div A =grad (412 + day + 022) = (Qi02 + days + da20) 1 
+ (dr2y + ayy + seu) J + (Gro2 + Coya + ass) K 


1 J K 
E) 0 0 
= > [= (da7y—Gi9y — Urea Fear) 1+ 


Asy — Uzz: Org — Ogz loz — Oiy 


+ (499902090220 F dyyo) JH (0509 — 0309 — 0509 Pdeya) E, 

donde, por sustracción 

, AA = Aa,1T + Aa, J + AaK 

es decir; en coordenadas cartesianas ortogonales, las componentes del 

laplaciano de un vector son los laplacianos de las componentes del mismo, 
Hay que observar, como veremos en 17.8, que en coordenadas 

curvilíneas no es cierta la propiedad anterior; es decir, en ellas hay que 

definir AA. por la expresión (9) , no siendo admisible la (11) , puesto 

hue en coordenadas curvilíneas los laplacianos de las componentes de 

Un vector no son, en general, componentes de otro vector, 

En los ejercicios se propone la demostración de las siguientes rela- 


A(grad «p) = grad (Ap) 
div (AA) = A(divA) 
rot (AA) = A(rot A) 


Dado el vector A=x*I + senyJ + x2K,esdivA = 2x + 005) + %, 
grad div A =31— senyJ, rotA =2J. Por tanto ÁA = 21 — senyJ, 
como se obtiene también directamente aplicando (11). 


4. Fórmulas vectoriales. Las expresiones del gradiente, divergen- 
cla y rotor como productos del vector “Y por una función o un vector 
son muy útiles para obtener ciertas fórmulas que relacionan entre sí 
estos elementos. Sólo debe tenerse en cuenta que por su carácter de 
operador diferencial, cuando 'Y multiplica a un producto debe apli- 
carse la regla análoga a la de derivación de un producto. 

“Vamos a obtener, como ejemplo, ciertas identidades interesantes; 
éstas podrían también comprobarse directamente sin el uso del operador 
“nabla”, pero los cálculos serían más laboriosos. 
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a) Si q, y son dos funciones de punto se tiene 
V(9Y) =Y Y 9 +Ovy 

o sea 

(15) grad (qp) = y grad y + q grad y . 
b) Si q es una función de punto y A un vector, 

MA=VQ.A+Qqv.A 
o sea 
(16) div(pA) =gradp.A+ pdivA. 


e) Análogamente, con el producto vectorial resulta 
VA(PA) = VQAAFGVAA 
a sen 
(17) rot (pA) =gradp AA+gprotA . 
d) Consideremos ahora el producto escalar Y. (AA B) . Por ope- 
rar “Y sobre un producto A AB deberemos poner 
(18) V.(AAB) = Va. (AMB) + Vo.(AMB) 
donde Va indica que el operador “nabla” opera solamente sobre A, 
considerando B como constante, y análogamente Vp. 
Por otra parte, Va.(A AB) es el producto mixto 
(VAAB) = (VA MA).B =(V AA).B 
y análogamente 
Va (AMB)= (VÍ AB) =— (AV¿B) =-A. (Va AB) = 
SALTA B) 
Por tanto 
V.(AMB) =(VAA).B—A. (VAB) 
o sea 
(19) div(AAB) =B.rotA — A.rotB. 


e) El producto mixto Y.(Y A A) por tener dos factores iguales 
es nulo, es decir 


V.(VAA) =0 
o sea, cualquiera que sea el vector A se verifica, 
(20) divrtA=0. 


f) El producto Y A (7 «p) no puede considerarse como un pro- 
ducto mixto, pues 7 p no es un producto escalar de vectores. Pro- 
cediendo directamente, según las definiciones de rotor y gradiente, 


¡ed 
NAO] no al (00m 1H (pe — az) J + 
a 
+ (Poy — Que) K =0 
OS 
suponiendo que las derivadas segundas de p sean continuas, para que 
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sea independiente del orden de derivación. Por tanto, cual- 
li que sea la función p, 
rot grad p =0. 

aquí y de (19) se deduce 

div (grad p A grad y) =0 . 
'K) Consideremos el doble producto vectorial YA (A AB). Se tiene 
CO IA (A AB)= VAM(A AB) + Yan (AA B) 
ndo la fórmula 5.11 resulta 
A(A AB) =(B.Y4) A— B(Ya.A) +A (Ya.B) —(A-Yo) B 
“el primero y último término tienen el significado 


(B. es pea bi . A 
¿Va A= (+ ht 


a a a 
(A. Ya) B= Decir a 0 as > B 


deben interpretarse como vectores cuyas E son las que resultan 
Mana en Lye de A y Blas componentes respectivas. Por ejemplo, las 
'ntes del primer vector son 
dy Uy + Dady + 030%.  (1=1,2,8) 
¡Con esta interpretación, y suprimiendo los subíndices del operador Y, 
que no puede haber confusión, resulta 
YA(A AB) =r0t (AMB) = (B.Y)A —B(Y.A)+ 
+ A(Y.B)-(A.7)B. 
tanos La utilización del operador “Y, como vector es correcta y, como aca- 
le ver, muchas veces útil, Sin embargo, en ciertos casos debe procederse 
cuidado. Por ejemplo, es evidente que 
(7-B)A A (B.Y)A 
es decir, el producto escalar contenido en el paréntesis no es en este caso con- 
uutativo. 


lo la fórmula del triple producto vectorial (5.11) podría creerse que es 
(VAA) AB=(V.B)A— Y (A.B) (¡erróneo!) 

J ¿cuando el verdadero resultado es 

(27) (Y AA) AB=(B.Y) A— Va (A.B) 

Ñ omo se comprueba buscando las componentes de ambos miembros. 
logamente se tiene 

| (FAB) AA =(A.7)B— Yo (A.B) 

y de esta relación, junto con la anterior se deduce 

(28) 7 (AB) = Y4(A-B) + Y» (A-B) = (B. Y) A+ (A. V)B= 
=(YAA) AB-(VAB)AA. 

En particular, si A = B, resulta 

YA =2(A.V)A —2(Y AA) AA 

y si, además, A tiene rotor nulo 

(30) YA =2(A.7)A. 
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5. Líneas de campo normales a superficies. En 14.1 vimos que, 
en el plano, para todo campo de vectores existen las trayectorias orto- 
gonales a sus líneas de campo (líneas equipotenciales). En el espacio, 
en cambio, no siempre las líneas de campo admiten un haz de superfi- 
cies que las corte ortogonalmente. Vamos a ver la condición que debe 
cumplirse para ello, 

Sea A el campo de vectores. Si existe un haz de superficies 
Q (x, y, z) = cte. que corta a las líneas de campo ortogonalmente, 
en cada punto de ellas el vector normal Y.p debe tener la dirección 
de A, osea, 

(31) Vo=aA 
siendo «a un escalar, función de punto. 

Tomando el rotor de ambos miembros y puesto que el rotor de un 
gradiente es nulo, debe ser 

VA(GA) = Va rñnRA+a y rA=0 
y multiplicando escalarmente por A queda 
(32) A.rotA=0. 

Ésta es, pues, una condición necesaria para la existencia del haz de 
superficies ortogonales «p=cte. La teoría de ecuaciones diferenciales 
demuestra que esta condición es también suficiente para que la ecuación 
(31) tenga solución. Por tanto: 

Tror. 2: La condición necesaria y suficiente para que las líneas 
de campo de un campo de vectores A admitan un haz de superficies 
ortogonales, es que se cumpla la condición (32) . 


EJERCICIOS 


1. Demostrar las relaciones (12), (13), (14). 

2. Comprobar la identidad (16) para el caso y = 3 senx seny seng, A= 
*I4+yJ]+2K. 

3. Comprobar la identidad (17) para el caso p =e*yz, A=e*I +y1 
+xyzK. 

4. Comprobar la identidad (19) para el caso A = 1 + y1 + senzK, 
B=“I+x214+yK., 

. Comprobar la relación (20) para el caso A =*"y1 —e"*J+7K. 
. Comprobar la relación (21) para el caso p = senx seny e”. 
. Hallar grad (ABC). 
Probar que si A= p'Y/1p se verifica A.rotA=0. 
. Demostrar las siguientes identidades: 
2) VA(0VD)=0 
3) V-(0 Y 0)=(Yo” + 040. 

10. Comprobar que p= (acosmx + bsenmx) (cer? + de") es 
una función armónica. 

11. Hallar el laplaciano del vector A =sénx*1 — e%**] + x2K. Cal 
cular su valor en el punto (1/2,—1, 1). 

12. Probar que para todo versor T, se cumple 

(T.y)T=-TaroT. 


Pue 


16 


17. Los OPERADORES VECTORIALES EN COORDENADAS CURVILÍNEAS 


Probar la relación 
rot(A. y) A = (divA)rotA — (divrot AJA 
+ (A.17)rotA — (rotA.J)A. 
“Probar la relación Y A".B= 2 [(B.Y) AJ.A. 


OPERADORES VECTORIALES EN COORDENADAS 
RVILÍNEAS 


Coordenadas polares en el plano y en el espacio. Hasta ahora 
atilizado únicamente sistemas de coordenadas cartesianas ortogo- 
En ellos, un punto del plano queda determinado por sus distan- 
y a dos rectas perpendiculares entre sí (ejes coordenados) y un 
lel espacio por sus distancias x, y, z a tres planos ortogonales 
(planos coordenados).. 
embargo, muchas veces es útil emplear otros sistemas de coor- 
. Para el caso del plano, después de las cartesianas, las más útiles 


y las coordenadas polares. En ellas cada punto P está determinado 
distancia r a un punto fijo O (tomada siempre positiva) y el 
a. que el vector OP forma con una dirección fija Ox, ángulo 
o “sentido contrario al de las agujas del reloj y de 0 a 2x 
DS 
“Las fórmulas de transformación que relacionan las coordenadas po- 
“lares (1, a) con las cartesianas xy de un mismo punto P, cuando 
los ejes cartesianos son Ox y la normal Oy, son 
x=rc0s0 y=r sena 

(1 r=Ve+y a=arg2 , 
' En el espacio, se utilizan dos sistemas de coordenadas que en cierta 
manera generalizan las polares del plano y que tienen mucha impor- 
tancia, a saber; 
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a) Coordenadas cilíndricas. En ellas un punto P se determina 
por las coordenadas polares r,a de su proyección sobre el plano x,y 
más la coordenada z. Las coordenadas cilíndricas de P son DA 


E 


Fioura 57 


(fig. 57). Las fórmulas de transformación de coordenadas cilíndricas 'a 
cartesianas son 


(2) *=rcosa PIZARRA y LS 
y las de cartesianas a cilíndricas 
(2): TSVPHY O, a= arg > 1=%. 


Ficura 58 


b) . Coordenadas esféricas. Se llaman también polares del espacio y 
son (fig. 58): la distancia e del punto P al origen O (tomada siem- 
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tiva); el ángulo 0 que forma el radio vector OP con la parte 
del eje z (el cual varía de 0 a 1); el ángulo a que forma 
con la proyección OP” de OP sobre el plano x,y (variando 
25). 


DE 1 
x= OP! cos a =0 sen 0 cosa, y= OP? sena = e sen Ú sen q, 


z=0 cos Y 


Ez 


2. Coordenadas curvilíneas en general. Sean x, y, z las coorde- 
¡cartesianas ortogonales de un punto del espacio. Si se tienen tres 


e=x (4, 42,4) , 9 =Y(U1,02,09) , 2=2(U1, 82,49) 
“en cierto dominio D del espacio admitan las funciones inversas 
A) mu ey 2), de = 2 (2,9,2), 4 = 4 (1,),2) 
empre que en D la correspondencia entre las ternas (x, Y, 2) y 
(Uy, Us, us) sea biunivoca, todo punto P podrá determirarse tanto 
4 PX, y, z como por los valores de us, uz, us. En efecto, dadas las 
coordenadas x,w,z las fórmulas (4)” permiten calcular las us, Us, Us 
recíprocamente, dadas las u, , us, us las fórmulas (4) permiten cal- 
rx,y,z. Las u,,u,, us constituyen, por tanto, otras coordenadas 
punto P. 

"Por cada punto del espacio pasan tres superficies u; (x, y, 2) =cte. 
11,2,3) llamadas superficies coordenadas. Sus intersecciones son 
las líneas coordenadas, caracterizadas porque a lo largo de ellas varía 
ina sola de las coordenadas us. Si alguna de las funciones u; (x, y, 2) 
¿no es lineal, las superficies coordenadas no son todas planas, ni las líneas 
“coordenadas rectas. Se dice entonces que las u, , Us, us son las coor- 
“denadas de un sistema de coordenadas curvilíneas. 


Por ejemplo, si las funciones (4), (4)” son las (2), (2)” las us son 
las coordenadas cilíndricas 7, a, z. Las superficies coordenadas son: 4) 1 =cte. 
“que son cilindros de revolución alrededor del eje 2; b) a = cte. que son planos 
que contienen al eje 2; c) z = cte. que son planos normales al eje 2. Las lí- 
'neas coordenadas son: a) Las rectas de intersección de planos normales al eje 2 
Md planos que contienen este eje; sobre ellas varía únicamente la coordenada * ; 
1D) Las circunferencias situadas en planos normales al eje 2 y cuyo centro está 
sobre este eje: sobre ellas varía únicamente «a; c) Las rectas paralelas al eje 
x, sobre las cuales varía únicamente 2. 

Si las funciones (4) , (4)” son las (3), (3)” las u« son las coordenadas 

0,0, a, Las superficies coordenadas son: a) 0 = cte. que son 
esferas de centro en el origen O; bh) 0=cte. que son conos de revolución de 
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vértice O y eje z; c) a=cte. que son planos que contienen al eje £. 
Las líneas coordenadas son: a) las rectas que pasan por el origen, a lo largo 
de las cuales varía únicamente 0; 5) las circunferencias de centro en el origen 
O,, contenidas en planos que pasan por el eje z ; sobre ellas varía únicamente 0 ; 
€) las circunferencias situadas en planos normales al eje z y cuyo centro está 
sobre este eje; sobre ellas varía únicamente 0. 


3. Coordenadas curvilíneas ortogonales. El caso más importante 
es aquel en que las tres superficies coordenadas, y por tanto también 
las líneas coordenadas, son ortogonales entre sí. Se dice entonces que 
el sistema de coordenadas curvilíneas es ortogonal, Tal es, por ejemplo, 
el caso de las coordenadas cilíndricas y esféricas. 

Consideremos la superficie uz (x , y, z) =cte. Si dx, dy, dz son 
las componentes de un desplazamiento cualquiera sobre esta superficie, 
será 
(5) dus = Use dx + Uay dy + use dz = 0 
y por consiguiente el vector gradiente 'Vuz cuyas componentes son las 
tres derivadas parciales Usa, ay, Usa es normal al desplazamiento. 
Valiendo esto para cualquier desplazamiento sobre la superficie 
Us (x, y, 2) = cte, resulta que el vector 'Vuz es normal a la misma. 
Por tanto, poniendo 


(6) a =|Vus|= (use + ay + 1695) 2 


resulta que el versor normal a la superficie coordenada u, = cte. es el 
vector 
(7) U, = hs V us. 

Análogamente, los versores normales a las superficies coordenadas 
4, (x,Y,2) =Ccte., Us (x, y, 2) =cte. son 
(8) U,=h Vu , U=hVu, 
donde h,, hz análogamente a (6) son las inversas de los módulos de 
los vectores Vu, , Vuz respectivamente. 

Estas fórmulas (7) , (8) permiten calcular los versores U, , U,, U, 
a partir de los 1, J, K del sistema cartesiano ortogonal primitivo, 
cuando se conocen las fórmulas de transformación (4) , (4)”. En efecto, 
ellas pueden escribirse 
(9) U=hi (Us 1 + 0) + u9K) . (i=1,2,3). 

Si el sistema de coordenadas curvilíneas es ortogonal, los versores 
U,, U,, Us forman un triedro trirrectáagulo en cada punto del es- 
pacio. Ellos pueden definirse también como los versores tangentes a las 
líneas coordenadas, según las cuales varía únicamente una de las coor- 
denadas uz, uz, us. En efecto, el versor U,, por ejemplo, siendo 
normal a la superficie us =cte. , será tangente a las superficies u, = cte. 
y U»=cte., que también son normales a la primera, y por tanto será 
tangente a su línea de intersección. Lo mismo para U, y Uz. 
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cálculo de las funciones h,, hz, hs es muy útil la obser- 
suiente. Dado un desplazamiento general de componentes 
(o sea el desplazamiento dP = dx1 + dy] + d¿K) cuyo 
-el elemento de arco del espacio: 

|4P]=ds= (de + dy + dey2, 

¡ón sobre la dirección del vector U, será ds,=dP.U, o sea, 


, 
ds, = hy (Usa dx + Uy dy + Usa dz) = hidu, . 

álogamente las proyecciones sobre las direcciones de Us y Us 

desplazamiento son 

ds = haduz , ds; = hsduz 

tanto la expresión del cuadrado del elemento de arco del espacio 

sistema de coordenadas curvilíneas 4; , Us, Us es 

de=ds2+ ds? + ds? =h2 du? + hi due? +h2 due 

ión que es muy práctica para el cálculo de R,, hz, hs como 

nos en los ejemplos que siguen. 

Caso del plano. En el caso del plano vale todo lo anterior con 

limitarse a las coordenadas x, y y alas us, Ue. 

Por ejemplo, para las coordenadas polares u, =T, uz = 0, según 

es 


dx =cosadr=—rsenada , dy= senadr + rcosa da 
y por tanto el elemento de arco vale 
de = dx + dy = dr + da 
n consecuencia, según (12) , es 
h=1 , h=r. 
b) Coordenadas cilíndricas. Para hallar los valores de A, hz, ha 
—observemos que de (2) se deduce 


dx=— rsen «a da +cosa dr > 
dy=  rcosa da+sena dr 
A dz= dz. 
Por tanto 
(14) de = dx2 + dy + de = dr + do? + de 
“y comparando con (12) 
(15) hi=1 , h=t , h=1. 


e) Coordenadas esféricas. De (3) se deduce 
dx = sen Ú cos a de +0 cos 0 cos a dd — e sen 0 sen ada 
dy = sen Ú sen a de + e cos 0 sen a d0 + e sen 0 cos ada 
dz = cos 0 de —osen0 d0 
y por tanto la expresión del elemento de arco del espacio se calcula 
por medio de 
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(16)  de=d* + dy +d2= de + 0* d0? + 0? sen? O da? . 

Por consiguiente para las coordenadas esféricas se tiene 
(17) h=1 , hi=2% , h=esn0, 

4. Las componentes de un vector en coordenadas curvilíneas or- 
togonales. Dado un vector A por sus componentes en un determinado 
sistema de coordenadas, interesa muchas veces calcular sus componen- 
tes en otro sistema dado de coordenadas. 

Si _a,, az, as son las componentes en el sistema cartesiano orto- 
gonal definido por los versores 1, J, K y ay, az, ay son las com- 
ponentes en el sistema de coordenadas curvilíneas definido por las ecua- 
ciones (4) y (4)”, cuyos versores fundamentales son U,, Uz, Us, 
deberá ser 

A=al+aJ+aK=a/U, +a/U, +asU,. 

Sustituyendo en el último miembro los valores de las U; dados por 
(9) e igualando los coeficientes de I, J, K en ambos miembros, 
resulta 

41 = 0% hy Uia + a? ha ss + aS hs ao 
(18) a = as hy iy + 47 hz toy + 7 hy oy 
4 = 4 hy Uiz + a? hy Uzs + as hy Uy. 

Estas fórmulas dan a,, a», az a partir de las aj, a, ay. Siin- 
teresa el problema inverso, basta resolver el sistema anterior respecto de 
las incógnitas ay, as, as. 


La solución se obtiene fácilmente observando que si junto con las funciones 
us (%, 9, 2) se utilizan las inversas (4), se verifican las relaciones 
Due 


07) 


siendo 384=0 si ij, dy =1 si i=j, puesto que la derivada de una 
variable independiente us respecto de otra uy vale cero si ¿ 2 j y vale uno si 
i= 3. De aquí, multiplicando la primera ecuación de (18) por xu,, la segunda 
por Jay, la tercera por zw, y sumando miembro a miembro, resulta 


= Mia Xy de Mig Yas + Mio Zas = D 14 


118 qe => (axe E ds Yui + o 2a1) + 
7 


Estas fórmulas, para i 


1, 2,3 dan las componentes as” a partir de 
ls a. 


Ejemplo: 

Si las componentes de un vector en coordenadas cartesianas ortogonales 
son ar, ds, as, hallar: a) sus componentes en coordenadas cilíndricas; b) 
sus componentes en coordenadas esféricas. 


a) Según las fórmulas de transformación (2) es 


RF =008% , *=-T8snu, 
Y =sn 0, Y=rc0s4 , y»=0 
=0 » s=1 


y además, según (15), es ha 


ha = 1. Por consiguiente, apli- 
cando (18)” (siendo w=r, w 


0, us =2), resulta 
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aj = 4, cos Q + a. sen a 
— as sen a + a cos a. 
a. 


(19) 


b) Análogamente, siendo 41 =0, 44 =0, u=0, de (3) se deduce 
Xp = sen 0 cosa , x=0cos0cosu — 0 sen 0 sen o. 
en O sena , yo =0cosÓ sena o sen 0 cos «. 
, Zo = —Q sen 0 A 
y por consiguiente, teniendo en cuenta (17) y (18)”, resulta 
al = as sen O cos a + as sen 0 sen a + as cos 0 
a, cos 0 cos a + as cos 0 sen a — as sen O 
— sen O + 4005 4. 


5. El gradiente en coordenadas curvilíneas ortogonales. Suponga 
mos un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales 4, Ya, Us Y 
sean U,,U,, Us los tres versores fundamentales tangentes, en cada 
punto, a las líneas coordenadas que pasan por el mismo. 

Si 1, J, K son los versores fundamentales de un sistema cartesiano 
ortogonal, sabemos que el gradiente de una función «p es 

Vo=q.1+ pj +pXK. 
Por el cambio de coordenadas (4) , (4)” se tiene 


a " 
Ex o La 

= Y Ka e => ñ 
Qe e a e 


i=1 4=1 


Sustituyendo en la expresión de Vq y ordenando convenientemen- 
te, resulta (21) 


E) o 
7p= (ue l + 9] +00 8) +2 (u0 14 09 ] + tas K) + 
Ou, duz 


0 a a 
O a a a 
Quy du, Duz EA 
Teniendo en cuenta (7), (8) esta expresión puede escribirse 
1 dp 1 00 
22 vp= U,+ U. U. 
que a 
que es la expresión del gradiente en el sistema de coordenadas curvi- 
líneas ortogonales u,, 42, uz cuyos versores fundamentales son U,, 
U,, Us. 
Ejemplos: 
1. El gradiente en coordenadas cilíndricas. Según (15) y (22) las com- 


ponentes del gradiente de una función « (7, a, z) en coordenadas cilíndricas 
son 


1 
(23) Brad. p=Qr , End p=-— Pa > Ed. p =Qu + 
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2. El gradiente en coordenadas esféricas. Análogamente, según (17) y (22) 
Jas componentes del gradiente de una función y (e, 0, a) en coordenadas 6% 
féricas son 
1 
ET 
3. El gradiente en el plano (coordenadas polares). Según (13) las com- 


ponentes del gradiente de una función « (r, a) definida en el plano referido 
a un sistema de coordenadas polares, son 


1 
(24) grad, 9 =Vp > 0 > Eradp= 


1 
(25) Erad-P=Qr , gradp=—0w. 
r 


6. La divergencia en coordenadas curvilíneas ortogonales. Sea el 
vector Á, cuyas componentes en el sistema de coordenadas curvilíneas 
ortogonales u, , uz, us Sean a, as, as, es decir, 

(26) A=aU,+a,U, + 4U,. 

Queremos hallar la forma que toma divA en este sistema de coor- 
denadas, 

Siendo U,,U, ,U, versores ortogonales entre sí y suponiendo que 
forman un triedro directo, será 


(27) U,=U¿AU, , U,=U,1U, , U,=U,AU,. 
Sustituyendo en (26) y teniendo en cuenta (7) y (8) resulta 
AS arhalis Vis A Vis + da haha Vis A Va bash Y A Ys o 

Multiplicando escalarmente por el operador Y (o sea, tomando 


la divergencia de ambos miembros) y teniendo en cuenta 16.16 , 16.19 
y 16.21 resulta 


(28) div A=VY.A =V (ahh) us AV us + 
+ Y (aha) Tus Va + Y (ashih») Vu, AVuz . 
Para los gradientes que figuran como primeros factores de los tres 
sumandos se puede aplicar la fórmula 16.15 » con lo cual, teniendo en 
cuenta que un producto mixto con dos factores iguales es nulo, resulta 


9(a, ha h, 0(a, h, h, D(as h, 
(29) v.a=( (a, ha ha) a ls hs), Was a, Vu, Vu) 
Du duz 0uz 
o bien, teniendo en cuenta (7) y (8) y que (U,U,U,) =1, 
1 ES ha ha) PELA h, hs) olas hy 2) 
hihaha Em EN Du 
que es la expresión de la divergencia de un vector en coordenadas cur 


vilíneas ortogonales. 
Para el caso del plano queda 


ás (E 49 (a h,) ) 


(30) divA=Y.A= 


Rshe 3 


du, Duz 
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Ejemplos: 


1. La divergencia en coordenadas cilíndricas. Si las componentes de un 
vector A. en coordenadas cilíndricas son ax, 42, ds (funciones de T, 0, 2), 
según (15) y (30) será 
1/2ra) a dra) 
31 divA=-— a 
en r ( Ar da dz 
2. La divergencia en coordenadas esféricas. Si ahora a, ds, as son 


las componentes de A. en coordenadas esféricas, y por tanto son funciones de 
0,0, a, según (17) y (30), será 


aga), 1 Aemet) ale 
de eso 20 esend da 


3, La divergencia en el plano (coordenadas polares). Si A es un vector 
del plano, de componentes a: , as referidas a un sistema de coordenadas polares 
T, 0, cs 


1 D(ras 0 
(83) divA == LE 4 ). 
A Nor da 


1 
(32)  divA= 
e 


7. El laplaciano en coordenadas curvilíneas ortogonales. Para ha- 
llar la expresión del laplaciano en coordenadas curvilíneas ortogonales 
Uy, Uz, Us, bastará aplicar (22) y (30) , resultando 


1 [9 /hoh, se) 
a A AN 
(8%) PEREA rl sl: CEA 


9 (hh o 0 hh 99 | 
5 
e 5e) ó 5 ha a 


que es la expresión buscada. 


Ejemplos: 
1. El laplaciano en coordenadas cilíndricas. De acuerdo con los valores 
ya obtenidos el laplaciano de y (r, Q, 2) es 
1 1 
(35) EE (+ CL 50.) 
E , 


2. El laplaciono en coordenadas esféricas. De acuerdo con los valores 
ya obtenidos, el laplaciano de p (0, 0, a) será 


1 e a FUN TE 
(36) Av— ER (e me) (un 000) + )] 


send 
3. El laplaciano en el plano. Según (34) , para el plano será 


UE). 
Bahia Nu Ns Du Ou Na Oua 


Por ejemplo, si p =p (r, a) está definida en coordenadas polares, es 


1 1 
(37) Ap =— (9r + rr + — Qaa) > 
, r 
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8. El rotor en coordenadas curvilíneas ortogonales, Sea el vector 
A cuyas componentes en el sistema de coordenadas curvilíneas ortogo- 
nales u,, Uz, Us Sean 0,,4,, as, es decir 


(38) A=4U+a,U,+a,U,, 
expresión que, según (7) y (8), se puede escribir 
(39) A=4h Vu +02 ha Vis + ash Yus . 


Según 16.17 y 16.21 el rotA es 


VAA=V (ahi) Au, + V (82 ho) ¡Vu + Y (0, hs) A Vus 
O sea, según (21) 


(0)  yra= 28%) A 
0uz Jus 
o(as h ah 

+ = Yo Yue A Vas AYu + 

a 
Olas h Alas h 
14h) Vasa Vaz + 0 A Vas 
dur Du, 4 


De aquí, según (7) y (8), 


1 f0(h,as) 9(h, az) 
Ed nde) [ii A 19 TA 
A al du du Jo 
1_[f0(%, a) Aa] 
1 —— 28 2 0000 ty 
Es) A [ du du, dE 
1_[9(hza) _ o(ha,) 
AL a) 
dD a Jo 
que es la expresión buscada. 


Ejemplos: 
1. El rotor en coordenadas cilíndricas. Teniendo en cuenta (15) re- 
sulta que sus componentes son 
1 1 
(42) rot, A= Ty US — m0, TOLGÁ = dio — or rotÁA=— az + Mee 
r 
2. El rotor en coordenadas esféricas, Teniendo en cuenta (17) resulta 
que sus componentes son 


rot E +] ¿ 


Q sen 0] 09 da 
1 Das 9(as 0 sen 0) 
(43) rotyA = y da EA , 


ON a 
e de 29 
3. El sotor en el plano (coordenadas polares). El rotor de un vector en 
el plano sabemos que es un pseudoescalar. Su expresión general es 


1 [ Aa) Ip 
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17. Los OPERADORES VECTORIALES EN COORDENADAS CURVILÍNEAS 


1 ( D(hz a2) B(ha 


CORE ) 
Si el vector está dado en coordenadas polares A (r, a) y sus compo: 
son 41, 41, el rotor es 
1 


1 
— + aer — — ag. 
r r 


|. El laplaciano de un vector en coordenadas curvilíneas ortogonales, El 
o de un vector A hay que calcularlo por las fórmulas de los números 
ores a partir de la definición 
AA = graddivA — rotrotA . 
En coordenadas curvilíneas sería erróneo calcular AA como el vector 
componentes fuesen los laplacianos de las componentes de A, lo cual 


únicamente para el caso de las coordenadas cartesianas ortogonales, como 
observamos en 16.3. 

Para darse cuenta de ello bastará considerar un caso particular. Para 
pviar los cálculos supongamos el caso de coordenadas cilíndricas y de un 
de vectores cuyas componentes sean sólo función de r,o (no de 2). 

o Kal versor dirigido según el eje 2, según (42) es 


1 1 
a (Za+o- —0)x 
r r 
1/1 1 
(rot rot A)» = 7 (eat me — 00) 
No r 
¡des 1 
(rot rot AY == (Loro 
r r bil 
según (31) 


1 1 
div A = de + — 0 +— da Y 
r r 


1 1 1 1 
(grad div A)r = airr— —= 41 — — 4 + — Mr + — dear 
Pr e r r 


1 3: 1 
(grad div A), = Es (o. E O sua) 
r r 
Por tanto se tiene 


1 2 1 1 
AI A — E e db 
2 1 1 1 
(AAa= 3 ma + paa — a 0d as de er 


En cambio los laplacianos de las componentes de A, según (34) , son 


Aa =—| dr + 505 +— t309 
r r 


1 1 
Mn = + (ut rm + — 0) 
r r 
expresiones distintas de las anteriores. 
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EJERCICIOS 


1. Hallar las componentes cartesianas de los versores fundamentales Us, 
U,, Us, de los sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas. En este problema 
y en los siguientes se entiende que los sistemas de coordenadas cartesianas, cilín- 
dricas y esféricas, están ligados por las fórmulas de transformación (2) y (3). 

2. Dadas las componentes de un vector en coordenadas cilíndricas, hallar 
sus componentes en coordenadas cartesianas. 

3. Dadas las componentes de un vector en coordenadas esféricas, hallar sus 
componentes en coordenadas cilíndricas. 

4. Hallar las componentes del vector posición x1-+ y J + zK en coorde- 
nadas cilíndricas y esféricas. 

5. Hallar las componentes cartesianas del vector que en coordenadas es- 
féricas tiene las componentes (1, 1, 1). 

6. Hallar las componentes cartesianas del vector que en coordenadas ci- 
líndricas tiene las componentes (—1, 3, 2 

7. Dada la función p = 0* send tg a en coordenadas esféricas, encontrar 
su expresión en coordenadas cartesianas y en coordenadas cilíndricas. 

8. Escribir las ecuaciones del cambio de coordenadas esféricas a cilíndricas 
y viceversa. 

AN 9. Siendo en coordenadas esféricas p = 0*sen0 costa, calcular Y q y 
Pe. 

10. En coordenadas cilíndricas un vector tiene por componentes (e" cosa, 
Zsena, 1). Calcular su divergencia y su rotor. 

11. En coordenadas cilíndricas un vector tiene por componentes (0, sen«., 
z) . Calcular la divergencia, el rotor y el laplaciano. 

12, Sea p=r'senalogz (en coordenadas cilíndricas). Hallar: a) La 
expresión de «p en coordenadas cartesianas; b) El valor de Ap primero direc- 
tamente en coordenadas cilíndricas y luego a través de su expresión en coorde- 
nadas cartesianas, 

13. Sea y=9 (r,z) . Calcular Ap primero en cordenadas cilíndricas, 
luego en cartesianas, y comprobar que se obtiene el mismo valor. 

14. Sea p=9(0). Siendo, como siempre, 0 la distancia al origen, 
demostrar que con la condición p(c)=0, las soluciones de la ecuación 
Ap=0 son p=—«/0 (c= stante) . 

15. En las mismas condiciones del ejercicio anterior, demostrar que la 
solución de Ap =—kp es p=-— (c/0) e*/Q. 


18. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO IV 


OTROS SISTEMAS DE COORDENADAS CURVILÍNEAS. Hemos considersdo los 
sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas (17.1) que son las más uti 
zadas, después de las cartesianas. Sin embargo, para ciertos problemas particu- 
lares a veces son útiles otros sistemas, también ortogonales, de los cuales vamos 
a mencionar algunos. 

1. Coordenadas elipsoidales. Dados tres números a, b, c tales que 
a >b >< > 0, las ecuaciones 

ze 7 
Mm =—+ + — 
dro Pto to 
dependientes del parámetro w representan cuádricas homofocales, con centro 
en el origen de coordenadas, que son 


=1 
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elipsoides si 0. >—é 
hiperboloides de una hoja si —*>w>-—BP 
hiperboloides de dos hojas si —*>0>-—4é . 
Por cada punto P(x, y, 2) del espacio pasa una cuádrica de cada 
“En efecto, para determinar « tenemos la ecuación de tercer grado (1), 
cual x, », z son ahora las coordenadas de P., y se ve fácilmente que 
tres raíces de la misma están respectivamente en los intervalos (2). Estas 
A, 1, v son las coordenadas elipsoidales del punto P. Las superficies 
as A=cte. son elipsoides; las p.=cte. hiperboloides de una hoja y 
te, hiperboloides de dos hojas, siendo todas éstas cuádricas homofocales 
“con centro en el origen de coordenadas, 
Las fórmulas que ligan A, pH, v con x, y, z son 
(242) (4 4+u) (441) E (0042) (941) (04) 


TC Pate "A E) 
(24D (440) (0+v 

(20) (4-0) 
o E (241) (544) (*+2) resulta para el elemento de 


vB _, 0-60" av 


A A A ———_—_—_—_——Á 
TA +10 a 
dy 
¿0 Mi PS 
20 20 20 


= (M1) (M1) de + (uv) (1-2) 48 + (1-2) (v—1)dY 
¡por lo tanto, según 17.3, en las coordenadas A, pu, v es 
Na». 


CATA (3 
o O lr TOR 10) VE 1) 
TE DG 
ON 


y en las coordenadas 4, B, Y, 

== U=D) ¿hi = VDD, hi = VEN WM) 
Com estos valores se calculan fácilmente los operadores vectoriales. Por 
“ejemplo, para el laplaciano es 


VE EA a 
4 ni VÍ - 
TEE a : an A 


vi) ma 2 
(1—A) (v—1) E 20% >) 


A 1 al 
= A A 
"un o (uo lo- 0 o: di 
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2. Coordenadas cilíndrico-parabólicas. Son las E, n, z ligadas con las 
cartesianas x, y, z por las fórmulas de transformación 


1 
«*=En, == ZE. 


Las superficies coordenadas E = cte., y = te. son cilindros parabólicos 
de generatrices paralelas al eje 2 y las z = cte, son planos perpendiculares al 
mismo eje. Se tiene 


d= (4 am) (1P 4d) de 
y por tanto 


hk=hk=VE FT >, h=1 
con lo cual es ya fácil obtener: 


a) Las componentes del gradiente de una función p(E, 1, 2) son 
S en 


VE Ene VE +ne 


5) La divergencia de un vector A de componentes %, 0, 4 (fun- 
ciones de E, 1, z) vale 


Ps. 


A A 
V:A= Fl E + E +7] 
€) El laplaciano vale 
end E A vo %: e 
o 


d) Las componentes del rotor son, según las direcciones E, n, z res 
pectivamente 


1 Das Das 
te A = —- vpn — 
29% on VE En 5 ) 
1 A 0 
a (A) 
ver” a 
e ( VERA a) ar: 
E % An j 


3. Coordenadas parabólicas. Son las E, n, a ligadas con las cartesianas 
por las fórmulas de transformación 


1 
x* = Encosa , y =Ensena ER 
Las superficies coordenadas E = cte., y = cte. son paraboloides de re- 


volución alrededor del eje 2 y las cte. son planos que contienen al eje 2. 
El elemento de arco vale 


di = (8 +1) (14d) + Prrdo 


y por tanto 
m=hk=VF FF, h=En. 
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De aquí: 

a) Las componentes del gradiente son 
1 % 1% 1% 

En da * 


OS VET on 
b) La divergencia vale 
E 1 A(an) OS Jas 
ER n En 
1 
+25 Gar ne] 
ET 
e) El laplaciano se escribe 


1 [110/00 173/% ÍA 
Am = - - Li ¡plo 
E ES ot m al %n e si = al ' 


d) Las componentes del rotor son 


3 
a (8 il UE =) 


Eo + 
yaa (ie pe 
ere > Ls 
mo E (na — 50) 
ve+r? y %e-CSP+" 


4. Coordenadas esferoidales. Son las E, n, « ligadas con las cartesianas 
por las ecuaciones 

a=0V(1+E) (1-17) cosa , y=ev (1 FE) (UM) sena , 2=cEn 
donde c es una constante. Los intervalos de variación de las variables son 
0st<w , —1<n<1 , 0S0<2x. 
Las superficies coordenadas E=cte., m=cte. son elipsoides e hiperbo- 
“loides de una hoja de revolución, obtenidos girando alrededor del eje z un 
“haz de elipses e hipérbolas homofocales cuyos ejes son los y, Z. Las superficies 
“z=cte, son planos que contienen el eje z. El elemento de arco vale 


E e 
Ta a E e (Um de 


—* 
<= OA 
de donde: 
a) Las componentes del gradiente de una función (E, n, a) son 
A 
2Veproa 2 Vero «ya+EI(1—-"W 
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B) La divergencia de un vector A (a,, as, ax) se expresa 


1 E AN 
AA] 1 E E 
y ml (7 +00 +0) 
a A A 2 2 % 
+5, (va ==» Fra) «E 
ón Da 


va +8) (131) 
<) El laplaciano de una función p(E, n, a) toma la forma 


tE 1 E A) 2 0 
o [loro aj +ale-o]+ 
Et de 
(14 E) (1511) 0 S* 


d) Las componentes del rotor de un vector A (Az, ds, 2s) som, respec» 
tivamente, 


1 a 

rotg A L VITA e) — VES z| 
METER 

1 EF a, a pu E J 

A : ERA a 

rot E e E 


VIERA 
E a E-P 
a [+ (VET) - (23) 
A pa Al 


5. Coordenadas toroidales, Son las 1, 1, a: ligadas con las cartesianas por 
las ecuaciones 


sen 
*=?Cc054 , y=rsena == 


coshd-+cosm ” 
donde se ha puesto 


senh A 


— coshk+Hcosm 


Las superficies coordenadas A=cte. son toros cuyo eje es el 2; las 
H =cte. son esferas cuyo centro está sobre el eje z y las a=cte. son planos 
que contiene el mismo eje z. El elemento de arco vale 


de+d 
aro z + de] 


senh* A 
y Por tanto 
r r 
hi= h= h=r. 
senhA senh A 


operadores vectoriales son fáciles de escribir; nos limitaremos al la 
pao 


0 E (+ a (: =)+ r ==. 
E senb'A de? 


132 


'ORMULAS INTEGRALES 


DERIVACIÓN DE VECTORES. CURVAS. INTEGRALES 
CURVILÍNEAS 


1. Vectores función de un parámetro. Consideremos un vector 
A (u) función de un parámetro u. Ello significa que las tres com- 
entes 41, dz, as son funciones de u. Análogamente a como se 
ine la derivada de una función de una variable, formemos el cociente 
A(u+Au) —A(u) 
ini lr E 

Au 
' cual es un vector, puesto que es una diferencia de vectores dividida 
por un escalar Au (incremento del parámetro u). 
Si el cociente (1) tiene límite para Au>0, el límite será un 
vector A'(u) que se llama vector derivado de A (u). Se escribe 


también 


S dA 
(2) A dA=A'(u) du . 


Consecuencias inmediatas de la definición son: 

a) Si A y B son vectores funciones de u, es X 

iS) - (AB =A'=B'. 

b) Si y = q (u) es una función escalar, se tiene 
(PA) =pA+ QA”. 

c) Como consecuencia de a) y b) resulta que si es 

| A=aIl+aJ+aK 

será 


(4) 


¿=af + al J has K 
es decir: las componentes del vector derivado son las derivadas Je las 
componentes del vector primitivo. 


Di d) Para la derivada de un producto escalar, teniendo en cuenta 
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(5) A (u + Au) .B (u + Au) — A (u).B (a) = 

= [A(u +4u) —A(u)].B(u + Au) + A(u).[B(u + Au) B(u)] 
resulta, dividiendo por Au y pasando al límite para Au>0, 

(6) (A.B)'=A'.B+A.B' . 


£) Análogamente, sustituyendo en (5) el producto escalar por el 
vectorial, resulta 


(7) (AAB)'=(A"AB) + (AMB), 
f) De (6) se tiene, en particular, 
(8) (A?) = (A.A=2A.4'. 


Puesto que A? es un escalar, siendo m una constante cualquiera, 
será 


0) [AI => m(arje(ar)= 2 m (AA) (Asywe, 
En particular, para m = Ye, se tiene expresada en forma vecto- 
rial la derivada del módulo de un vector, a saber 
(A.A') 


00 1Ar= [ar ya) EL 


Obsérvese que la derivada del módulo ho es, en general, el módulo 
del vector derivado. 


£) Aplicando (6) y (7) se tiene, para la derivación de un pro- 
ducto mixto 


(ABC) =[(AAB).C =(AMB).C + (AAB).C= 
(11) =[(4'1B) + (A1B')].C+ (AMB). = 
= (ABC) + (AB'C) + (ABC . 
Ejemplos: 


l. Sea el vector A=3u* I+senu J4e"K. El vector derivado es 
A'=6u I+cosu J+e"K. 


2. SA=s.muI4cosuJ4uK, o A=couI—snuJ +K, 


LA] = YT EP, A.A' =u. Compruébese la fórmula (10) para la derivada 
del módulo. 


3. La fórmula (11) contiene la regla para derivar un determinante, de 
tercer orden, a saber, 


a a a|/ ar al aj a a a a a 4 
Ab hlo=|b5 $ + loro ol + ba ba ba 
a ca a a a a a e aa 


2. Vector función de varios parámetros. Si un vector Á es fun- 
ción de varios parámetros u,v,w, ... todo lo anterior vale igual. 
mente respecto de las derivadas parciales Az, Ap, Am, ... obtenidas 
suponiendo que cada vez varía un solo parámetro, mientras los restan- 
tes permanecen fijos. 
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Por ejemplo, suponiendo para fijar las ideas el caso de dos pará- 
metros 4,0, €s A 
YA _ a a a 


3 A= du 040 Au 
112 
102) YA . A(u,v+Av) -—A(u,v) 
> A,= = lim 
du 237 Av 
y las proposiciones a) ,b),c),...> g) del número anterior subsisten 


con sólo sustituir la derivada respecto del único parámetro, por la deri- 
'vada parcial respecto de cualquiera de los parámetros. 


3. Curvas. Tangente. Elemento de arco. Supongamos un punto 
Xx «cuyas coordenadas x,y,Z sean funciones de un parámetro t: 
(13) x=x() , y=y0) , 2=xt). 
Representaremos por la misma letra X al vector OX cuyas com- 
ponentes sean las coordenadas x*, y, 2. Entonces, las tres ecuaciones 
(13) se pueden condensar en la ecuación vectorial única 
(14) X=X(1) =x(01+y(0)J+(0K 
donde, como siempre, 1, J,K son los versores fundamentales del sis- 
- tema de coordenadas. 


Fioura 59 


Cuando 1 varía, en cierto intervalo, el punto X describe una curva, 

_ de la cual (13) son las ecuaciones paramétricas y (14) la ecuación 
Consideremos el punto X(t) y el X(£+4t) (fig. 59) ; el vec- 

tor X (t + At) — X (t) tiene la dirección y el módulo de la cuerda 
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Que une esos puntos, Si dividimos por el incremento At y pasamos al 
Íímite para Át>0, el Íímite será, supuesto que exista, el vector de- 
rivado que representaremos ahora por un punto, o sea, 
dx 
15 Pl 
(15) ñ 

Por tener este vector la dirección límite de la de una cuerda cuyo 
extremo tiende a coincidir con el Punto inicial, tendrá la dirección de 
la tangente a la curva, 

Supongamos que exista el vector derivado (15) y que sea función 
continua de + “(lo cual equivale a que existan las derivadas de las tres 
funciones (13) y sean funciones continuas de £) . Podremos establecer 
la siguiente: 

Der. 1: Se llama elemento de arco ds de una curva X=X (£) 
en el punto correspondiente al valor £ del parámetro al módulo del 
vector dX= X dt para el valor +. Longitud de un arco de curva es 
la integral de ds extendida al mismo, 

Se tiene por tanto 


(16) ds=|X]d= (245 42) g1= (dee + dy + de), 
De (15), multiplicando ambos miembros por dt/ds, resulta que 
el vector 
dX 
17 —=T 
e ds 
tiene la dirección de la tangente a la curva y, además, tiene módulo 
unidad, Se llama el versor tangente, Su expresión en forma canónica es 
d: di 
18 ==I+=J+K y 
un on 
y en función de las derivadas respecto del parámetro £ ; 


(19) =—, 


Curvas planas. Para las curvas planas valen las mismas definicio- 
nes. Suponiendo la curva contenida en el plano x*, y bastará hacer 
z=0 en las fórmulas anteriores. Así, el versor tangente será 

T=Y14+yJ 
donde los acentos indican derivadas respecto del arco s. Llamando q 
al ángulo que forma la tangente con el eje x, las componentes de T' 
son también cosp, senq Y, Por tanto, comparando con la expre- 
sión anterior debe ser 
*=coqp , Y =senp. 
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Supongamos una curva C que limita un dominio D y que tenga 
tangente en cada punto. En general se supone que el sentido de reco- 
“rrido determinado sobre Cal tomar el parámetro t, o el arco 5, va- 
lores crecientes, es el que deja el dominio D a la izquierda, Entonces el 


E 


Froura 60 


versor normal N' (perpendicular a T ) se toma hacia el exterior de D 
y por tanto sus componentes son (fig. 60) sen, —cos«p, o sea 
(20) N = senq 1 — cosq J 

o también 

(21) N=y1-%J. 


Una curva se dice que es de clase m en un intervalo te Et <h cuando 
las funciones x(£), y(£), z(t) que la definen admiten derivadas continuas 
hasta el orden m en dicho in lo. Las curvas de clase ¡cero son aquellas en 
que a las funciones (13) se les exige únicamente la condición de ser continuas. 
Evidentemente, una curva de clase m es también de cualquier clase ¿<w. 

Si a dos valores distintos del parámetro £ corresponde un mismo punto 
de la curva, este punto se llama un punto doble. Por ejemplo, la curva plana 
g=sent, y=sen2f (para 0<t<2x) tiene el origen de coordenadas como 
punto doble, pues corresponde a los valores t=0, t=x (fig. 61). 

En lo sucesivo, para mayor comodidad en los enunciados, será conveniente 
"tener en cuenta las siguientes definiciones: 

Curvas de Jordan. Son las curvas de clase cero sin puntos dobles. 

Curvas regulares. Son las curvas de clase ung o compuestas de un número 
finito de curvas de esta clase. 
de Para la mayoría de los problemas de cálculo vectorial, las curvas de Jor- 
“dan son demasiado generales, por lo que se deben imponer algunas restricciones. 
Para los problemas relacionados con la longitud de curvas o con las integrales 
curvilíneas basta que las curvas sean regulares, que es lo que, en general, vamos 
A suponer. 

En muchos casos las curvas de Jordan resultan demasiado generales y las 
curvas regulares demasiado restrictivas; existen ciertas condiciones intermedias 
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fntro la continuidad y la derivabilidad de las funciones (13). Por ejemplo, existe 
la condición de ser de “variación acotada” o la de “saticfaces yu condición 
de Lipschitz”. Estas puntualizaciones, indispensables cuando $e quieran estable- 
rondiciones “necesarias y suficientes”, las dejaremos a un lado: puedes au. 
díarse en cualquier libro moderno de análisis matemático. 


FioURA 61 
Ejemplos: 
l. Sea la curva 
St) y=f, 2=f, 
El vector X tiene de componentes (1, 24 37) 
vale de= (1448 + 90)1/2dt. El versor tangente es 
14213 +3PK 


II 
(1444 490)1/2 


El elemento de arco 


T=siH+F3I45K <= 
2. La curva 
(22) E=FCOÉ , y=rsenmt , 2=kt 


donde r, k son constantes, es la hélice circular. Para ella es ds= (1 + )1/2 de. 


Por tanto, la longitud del arco comprendido entre los valores £ = byt=4t, 
vale 


t 


L 


(M4 Pd (24 PU (am e), 


» 
Se llama paso de la hélice a la distancia entre dos puntos consecutivos si- 
tuados sobre una misma paralela al eje z. Según (22) para volver sobre una 


misma paralela al eje 2, el parámetro £ debe incrementan en 2H. paria 
el paso vale 271 k. El versor tangente es 


4. Integrales curvilíneas. Suponemos conocido el concepto de in- 
tegral de una función de una variable, El caso que más interesa en 


138 


19. Derivación pe VecrorEs. CURVAS. INTEGRALES CURVILÍNEAS 


cálculo vectorial es el de las integrales curvilíneas que vamos a recordar. 
Sea la curva T' de ecuación 
(23) X=X (0) =x0)1+7(0]+:(0K 
donde se supone que las funciones x (0, y (1), 2 (0) son derivables 
“y la derivada es una función continua de t. Sean Xo, X, dos puntos 
de la curva, correspondientes a los valores to, th del parámetro. 

Se llama integral curvilínea a lo largo de la curva T' entre los 
puntos Xo, X, de la misma a toda integral de la forma 


ey r= [oa =f90,90,:M (ere + nude, 


siendo p (x, y, z) una función cualquiera que cumpla las condicio- 
nes necesarias para que la integral simple ordinaria del último miembro 
exista, 

A veces el parámetro t es una de las coordenadas x, Y» Z- La 
integral curvilínea puede entonces tomar la forma 


x 
(25) Le (4, 9,2) de 


para cuyo cálculo debe ponerse y = y(x), 2 =z(x*) (ecuaciones 
de la curva) e integrar respecto de * como una función de una 
variable, 

Si el integrando es un vector U = 4,1 + us J +uK, la integral 
a lo largo de una curva dada T', es el nuevo vector cuyas componentes 
son las integrales de las componentes, o sea, 


V = [Uds= (fud)T+ (ud) J+ (fu oK. 


Ejemplos: 

1. Sea, en el plano, la circunferencia x = 7c0s0, Y = renga y la 
función y = x — y. La integral curvilínea de p alo largo de la circunfe- 
.yencia, entre los puntos correspondientes a A = 0, a=x3%/2, será 

/2 ./2 Ñ 
fods=f(—yrd= SP (cosa — sena) da, =Ó.. 
o o 


2, Sea la curva 1=t, y =P, 2=8. Dada la función * — Y +2» 
y los puntos 4(0, 0,0), B(=1,1,— 1) de la curva, es 


» 
fP—=y+Dddx= 
y 


je=rsna=Z_. 
a . 


' 3. Sea la hélice circular x= cost, y = sent, 2 = kt. Dada 
q= "+ y +2 y los puntos 4(1,0,0), B(0,1, 1/2), es 


B =/a AS =/2 
Jods=J E NS +EYMd= 


=> pr 
=pErZ ») + 
(+ En 
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5. Circulación. Sea A=A (*, y, 2) un vector función de punto, 
es decir, un campo de vectores definido en cierta región R del espa- 
cio. Sea T' una curva de longitud finita contenida en la región, cuya 
ecuación vectorial sea la (23). 

Der. 2: Se llama circulación del vector A a lo largo de la curva T' 
entre los puntos X, = X (0), MX, =X (tx) de la misma, a la integra] 
curvilínea 


(26) v=Fa Ta 
Xo 


siendo T el versor tangente a T', 
Si e, a,, es son las componentes de A, o sea, 


(27) A=al+aJ+0,K 
teniendo en cuenta (18) , la circulación Puede escribirse 
X 
(28) Y=Sadx+azdy + a, dz 
a 


notación que hay que interpretar en el sentido de que dadas las ecua- 
ciones de la curva TP, para calcular Y tendremos la integral simple 


h t . A 
(29, 1=/(0% +00) + ash de 


donde t, y t, son los valores del parámetro + correspondientes a los 
extremos Xo, X, y los Puntos indican derivadas respecto de £, 

Si 0 es el ángulo que en cada punto forma el vector A. con la 
tangente a la curva, (26) equivale a 


(30) Y = FlAIcoso di 


es decir, es la integral curvilínea de la proyección del vector A sobre 
la tangente, 

Si A es el gradiente de una función uniforme P, osea, A= Y 
según (28) será 


x, 
(31) Y1=f0=dx + q, dy + q. de =p (X,) —q (Xo) 


es decir, el resultado no depende de la curva T' y es igual a la dife- 
rencia entre los valores que toma « en el punto final X, y el inicial 

o. En consecuencia, si la curva es cerrada, X, y X, coinciden y la 
circulación es nula, 

Recíprocamente, si la circulación del vector A » “Supuestas sus com= 
Ponentes continuas en una región R del espacio, es nula a lo largo 
de cualquier curva cerrada contenida en R, el vector A es un gra- 
diente. En efecto, sea Xo(%o, Yo, zo) un punto fijo y X(x, y, z) 
un punto variable de R. Sean T'” y T' dos curvas, contenidas en R. 
que únan estos puntos y y (T,) > Y (P) las circulaciones correspon» 
dientes del vector A, tomadas de X, a X. La circulación a lo largo 
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de T' desde X a Xo será — y (I') y como por hipótesis la circulación 
a lo largo de la curva cerrada I'y+1T' debe ser nula, resulta 
y (Do) — y (1) =0, osea y (Po) = y (1) . Es decir: la circulación 
entre Mo y X es independiente del camino. Siendo Xo fijo, esta 
“circulación será, por tanto, una función sólo de X, o sea, y =p (X) = 
= q (%,),2) + 

Queda por demostrar que las componentes de A son precisamente 
las derivadas parciales de la función «p. Tomemos para ello un punto 
X, (%1, Y, 21) que esté sobre una misma paralela al eje x con X 
(es decir, Y =Y, 41 = 2) y suficientemente próximo a X para que 
el segmento X, X esté contenido en R. Consideremos como curva Ny 
una curva cualquiera que una Xy con X, más el segmento X,X. 
Será 


Xx x 
(32) AS 


donde el integrando común es a, de + az dy + asdz. Al variar x, 
manteniéndose fijos y, z, la primera integral tiene un valor constante, 
pues los extremos de integración son fijos. La segunda integral, puesto 
que a lo largo del segmento X, X solamente varía la x, vale 


2 
Sa(y dx 
e 

y por tanto, de (32) se deduce + = 41. 

Como el valor «p (x, y, z) es independiente del camino, tomando 
otras curvas para las cuales se llegue a X según paralelas a los ejes 
y, 2 el mismo razonamiento anterior conduce a que y = 2, Ys = Us 
lo cual prueba el enunciado. En resumen: 

Tzor. 1: La condición necesaria y suficiente para que la circula- 
ción de un vector A, cuyas componentes as =a; (x,y,z) (i=1,2,3) 
sean funciones continuas de las variables x,y,z en una región R del 
espacio, sea nula a lo largo de toda curva cerrada de R,'es que A sea 
el gradiente de una función uniforme «q. En tal caso, la circulación 
entre dos puntos cualesquiera de R es independiente del camino y está 
dada por (31). 

Ejemplos: 

1. El ejemplo físico más importante de circulación es el trabajo de una 
fuerza a lo largo de un arco de curva. Si A (x, y, z) representa fuerzas, la 
integral (28) es el trabajo de la misma a lo largo de T' entre los puntos Xo, Xi. 

Sea, por ejemplo, la fuerza A=x1+yJ +2zK y la curva x= cost, 
y =sent, z= 34. El trabajo realizado por la fuerza A al desplazarse a lo 
largo de la curva desde el punto P (1, 0,0) al Q(0, 1,31/2) (puntos 
que corresponden a los valores to= 0, t:= 1/2 del parámetro), aplicando (29) 
será 


0 la . 9 
[AT =S (=xsent Pycost +32) dt=f 9td=—w 
o 8 
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Obsérvese que en este caso es A = grady, con 0=MN(P +42). 
Por tanto el resultado debe ser independiente del camino e igual a 
9(0,1,3x/2) —p(1,0,0) =9/8, 
de acuerdo con el resultado obtenido, 
2. Sea A=x1I+xyJ+E y la curva *=t,)=8P,2=f. Se 
desea calcular la circulación de A a lo largo de la curva, entre los puntos 
(0,0, 0) y (1,1, 1) correspondientes a =0, +=1. Sk 


1 1 19 
v=JSA.T ds a 
En este caso, A no es ningún gradiente (puesto que si lo fuera debería 


Se! 1 = as) .. Por tanto, la integral puede depender del camino. Suponga 


FicUrA 62 


mos el camino formado por los segmentos OP. PQ, QR de la figura 62 pas 
ralelos respectivamente a los ejes x,y,z. El cálculo de la circulación a lo 
largo del mismo se hará aplicando 
(410 1 1 1 
n= [brad da= $ d+ Syd $ do=2 
(0,0, 0) o o o 


donde las integrales entre 0 y 1 son, respectivamente, las integrale» a lo largo 
de los segmentos OP, PQ, OR. 

Observación. La condición de que p sea uniforme es necesaria. En caso 
Gomtrario, aun siendo A = grad q, puede ocurrir que la circulación a Je largo 
de un contorno cerrado no sea mula. Por ejemplo, si p —= ame tg (9/x) y T 
una curva cerrada que contiene al origen en su interior, es 


xdy—y dx | > ] 

> e acteg= |=2x. 
pa 

A Es dp 


EJuRCICIOS 


|. Analizar en qué casos la derivada del módulo de un vector coincide 
con el módulo de la derivada. 

2. Demostrar que la condición para que el módulo de un vector A. sea 
anio O que sea A.Á'-= (y. para. que mu dirccción: tea comsenjo 
ARA =0. 


142 


20. SuperrIcIES. INTEGRALES DE SUPERFICIE 


3. Si A, es el versor que tiene la dirección y sentido del vector A, 
probar que 
AMB ANA) 
lar 


4 Sie A=A(u,v) y u=u(1), v =v(f), demostrar la fór- 
mula 


N =A. +4A.0 
donde los acentos indican derivada respecto de £. 
5. Sea A=A(s) y s =s(f)-. Indicando con acentos las derivadas 
respecto de s y con puntos las derivadas respecto de £, probar que es 


A=Á/i, am=GA—-34)/6"- 


6. Probar que a lo largo de cualquier curva cerrada es $ X.¿X =0, 
siendo X=x1 + yJ+2K. 
7. SÍ A es un vector constante, probar que a lo largo de cualquier curva 
cerrada es SAAdX=0. 
8. Siendo 
q 4xyd +2 (Y -1)d 


PEA (041) 
probar que la integral curvilínea de esta diferencial a lo largo de la circunferen- 
cia + y —2x=0 vale 27. 
9, Calcular la longitud de la curva 


1 
== , y=24-De ,2=f 


entre los puntos £= 0, t=1. 
10. Siendo A(t, 1, £), hallar la circulación de este vector a lo largo 
de la curva del ejercicio anterior, entre los mismos puntos ¿ = 0 Sd 
11. Siendo y =Y — 2 +)» V=xl- (+) +0] +2«9K 
y dX =dx1 + dyJ + dzK, calcular las integrales 
aX, SVAIX , SVadX 
a lo largo de la curva x =2f, y =3P,2= £* entre los puntos t = 0, 


t= 
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1. Superficies. Versor normal. Supongamos un punto X cuyas 
coordenadas *, y, z sean funciones de dos parámetros u, v: 
(1) *=x(u,0) , y=y(U4,0) , 2=2(u,U). 
Representando por la misma letra X al vector OX cuyas com- 
ponentes son las coordenadas x, y,» las tres ecuaciones (1) se pue- 
den condensar en la ecuación vectorial única 
(2) X=X(u,0) =x (4,0) I+y(u,0) J+2(4,09K. 
Cuando u,v varían dentro de ciertos intervalos, el punto X des- 
cribe una superficie, de la cual (1) son las ecuaciones paramétricas y 
(2) la ecuación vectorial. 
Análogamente al caso de curvas, una superficie se dice que es de 
clase m cuando las funciones (1) que la definen admiten derivadas 
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parciales continuas hasta el orden m. El caso más importante desde 
el punto de vista del cálculo vectorial es el de las superficies regulares 
cuya definición es la siguiente: 

Der. 1: Se llaman superficies regulares a las que son de clase 
uno o compuestas de un número finito de partes de esa clase. 


FroURA 63 


En lo sucesivo supondremos siempre que se trata de superficies re- 
gulares. 


Si se mantiene y constante y varía únicamente u, la ecuación 
(2) representa una curva sobre la superficie, cuyo versor tangente es, 
según 19.19 


(3) T,= . 
yx, 
0 
Análogamente, al variar w, manteniéndose u constante, se tiene 
sobre la superficie otra curva cuyo versor tangente es 


4) T= 


Vx; 

En (3) y (4) X., X, son los vectores cuyas componentes son las 
derivadas parciales (Xu, Yu, 2u) y (Xu, Yo, 2o) respectivamente, o sea 
(5) — X=wI+a»JtaKR, X=xwIl+p]+0K. 

Esas curvas, según las cuales varían únicamente u ó u se llaman 
curvas paramétricas de la superficie. Por cada punto de la superficie 
pasa una curva de cada clase y ellas constituyen lo que se llama un 
sistema de coordenadas curvilineas sobre la superficie, 

Es útil introducir las siguientes notaciones 
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(6) E=SXP2, P=XX, , C0=X2 
que definen los llamados coeficientes fundamentales E, F,G dela 
superficie. 

El ángulo 0 que forman las curvas paramétricas que pasan por 
un punto X (u, v) de la superficie, igual al ángulo de sus tangentes 
será, 


(7) cos0 = T,.T, = 


vEG 
y por tanto; la condición necesaria y suficiente para que las curvas pa- 
ramétricas sean ortogonales, es que sea F=0. Se dice entonces que 
el sistema de coordenadas curvilíneas es ortogonal. 

Suponiendo que en el punto X, (u, v) los vectores Xu, X» no 
estén en línea recta (en cuyo caso el punto Xy se dice que es un punto 
singular), ellos determinan el plano tangente a la superficie en Xo. Su 
ecuación vectorial es, por tanto, 

(8) (X—Xo, Xu, Xp) =0 
donde las derivadas parciales se entienden tomadas en el punto Xo. 

El vector Xu AX, tiene la dirección de la normal a la superficie. 
El cuadrado de su módulo, según la identidad de Lagrange (5.4) vale 
(9) (Xy AXy)? =X 4 X 2? — (Xu.X»)? = EG — F* 

y por tanto, el versor normal a la superficie en el punto X (u, v) es 
(10) NE 
VEG-F* 

Según esta definición, el sentido del versor normal se tomará siem- 
pre de manera que el triedro Xu, Xy, N tenga la misma orientación 
que el triedro de los versores fundamentales 1, J, K (dirigidos, res- 
pectivamente, según los ejes *, y, 2) - 

Según (10) las componentes del versor normal' N, o sea sus co- 


senos directores (cosenos de los ángulos a, f, y que forma con los 
ejes coordenados), son 


(11) a A LS A Hu Yo — XoYu 
vVEG—=F? yv EG - F? Y EG:—F* 
Si la superficie está dada en forma explícita por la ecuación 
£=f(x,9) 


e hallar el versor normal N bastará ponerla en la forma paramétrica equi- 
valente: 


2=u , y=0 , z2=f(u,0) 
Entonces, poniendo, como es costumbre fa = P, fy = q, se tiene 
X=ul+v0J] +f(u,0)K 

(127 X.=I4pK , X.=J+4K 
X AX. =KE-—qJ]-—pI 
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=14+P , F=f4 , C=14q , EG-P=14P40 
y por tanto 


N= (91 gJ+K) 
VIE e 
Es decir, los cosenos directores de N son 
P q 1 
cosa == ,cosB == , cosy = , 
Vip e V+pP+ e Vi pe+ e 


Ejemplos: 
1. La esfera. Las ecuaciones paramétricas de la esfera de radio r son 
(fig. 64), 
*=rco0sn0 , y=rsmnasnd , 2=rc0s0 
y por tanto la ecuación vectorial de la esfera es 
(13) X =rcosasen0 1 -+ rsena send J + r cos0 K. 


Fioura 64 


El parámetro « representa la longitud geográfica y 9 la distancia polar 
o colatitud. Para unificar con las notaciones anteriores pondremos 
a=* , 0=% 
con lo cual resulta 
—rsenasend, y. 
rcosacosO  , yo 


Ya =7 Cosa send , %=£q 
Yo =T Sena cosO, 2 =2x. = —rsen0. 


(14) E=Psnr0 , F= 
y el versor normal resulta ser 
(15) N =-— cosa sen0 1 — sena send J —cos9K. 

2. El toro. Es la superficie engendrada por una circunferencia que gira 
alrededor de una recta de su plano que no la corta (fig. 65) . Si llamamos u 
al ángulo de giro del plano y u al ángulo sobre la circunferencia, las ecua- 


»G=P , EG-F=rsn0 
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ciones paramétricas del toro resultan (siendo « = distancia del centro de la 
circunferencia al eje de giro, r = radio de la circunferencia), 
(16) x=(a-+rcosu)cosu,y= (a +rcosv)senu,z=rsenu 
y por tanto la ecuación vectorial del toro es 
(17) X=(a+rcosu)cosul+ (a +rcoso)senu J + rsenoK . 
De aquí 


%e =— (a + rcosu)senu, ye = (a +1 cosu)cosu, 2 =0 
ko =—rcosuseno , Ye =—Tscnu seno , Ze =Tcos0 
y por tanto 


(18) E=(a+rcoo)?,F=0,GC=P ,EC—PF="r (a+ 5 cosv). 


Fioura 65 


El versor normal resulta: 
(19) N = cosu cosu 1 + senu cosu J + seno K. 


2. Elemento de arco sobre una superficie. Una curva sobre la 
superficie X = X (u, uv) estará dada por dos funciones u =u (£) 
v = 4 (t) ; la curva es entonces 

X=X (1) =X (u (4) ,v (t)) - 
El elemento de arco de esta curva, según 19.3, será 
ds=|¿4X|=|X, du + Xp do | 
o bien 
de =X 2 du” + 2X..Xo du do + X? do? 
que según (6) se escribe 
(20) ds = Edu? + 2F du de + Gdo? . 
Esta expresión general del elemento de arco para las curvas de la 
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superficie se llama primera forma fundamental de la teoría de superficies. 
En particular, los elementos de arco de las líneas paramétricas 
y =cte. y u=cte, serán 


(21) ds, =VE du , ds. =vYG do, 
3. Integrales dobles y triples. Formas diferenciales exteriores. Su- 
ponemos conocido el concepto ordinario de integral doble 


(22) 1=/5f(*,9) dx dy 


de una función f(x, y), extendida sobre un dominio D del plano 
x , y. El hecho de haber dos diferenciales en el integrando ya indica que 
se trata de una integral doble, no siendo necesario poner dos signos de 
integral como a veces se acostumbra, 

Recordemos también que si se quiere hacer en 7 un cambio de va- 
riables definido por las ecuaciones 
(23) *=x(u,0) , y=y(u,v) 
cuyos segundos miembros sean funciones que admiten primeras derivadas 
parciales continuas respecto de las nuevas variables u , y, hay que mul- 
tiplicar el integrando por el jacobiano de la transformación (23) , o 
sea, por 


(24) PE 


|%u  *o 


= Xu Yo — Xo Yu + 
Yu Ye 

Supondremos siempre que en el dominio D considerado, este ja- 
cobiano es diferente de cero y por tanto, siendo continuo, tendrá un 
signo constante, Si el elemento de área dx dy del plano se considera 
siempre positivo y se quiere mantener este carácter al hacer cualquier 
cambio de variables, habrá que multiplicar el integrando por el valor 
absoluto del jacobiano, Sin embargo, conviniendo en que la integral 1 
cambia de signo si el cambio de variables es de jacobiano negativo (en 
cuyo caso se dice que el cambio de variables cambia la orientación del 
plano), podemos convenir en hacer siempre el cambio de variables mul- 
tiplicando por el jacobiano, incluso con su signo. 

De esta manera la parte diferencial dx dy del integrando de una 
integral doble, por un cambio de variables (23), debe sustituirse por 
(25)  dxdy= (Xu Yo — XoYu) dudo . 


Esta relación pone de manifiesto que en el primer miembro el pro- 
ducto dx dy no es un producto ordinario entre diferenciales. En efecto, 
si así fuera, de 
(26) dx = xudu + xpdo , dy= yudu + yy do 
se deduciría 

de dy = Xu Yu du? + (Xu Yo + xo Yu) du du + xo Yo du? 
expresión muy distinta de la (25). 
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El producto (25) es, pues, de naturaleza distinta del producto or- 
dinario y se llama producto exterior entre las diferenciales dx, dy. Para 
distinguir ambos productos se utiliza para el exterior la notación 
dx Ady, bien entendido que aquí el signo A no indica “producto 
vectorial” entre vectores, sino “producto exterior” entre diferenciales. 

El significado del producto exterior se encuentra fácilmente tenien- 
do presente que, por representar dx A dy el elemento diferencial que 


Fioura 66 


aparece bajo el signo de las integrales dobles, no debe ser otra cosa 
que el elemento de área del plano. Por tanto, si consideramos a partir 
de un punto P (x, y) el desplazamiento que lo lleva al punto 
Q (x+dx, y+dy) y el que lo manda al R(x+d,x, y+d,y), el 
elemento de área correspondiente al punto P será el área del parale- 
logramo infinitesimal PQRS (fig. 66), o sea, según 5.5 

de dy 
=dxd,y—dydix, 


dix dy 

Aquí, en el segundo miembro, los productos son ordinarios. Este 
es, por tanto, el significado preciso del producto exterior: 

(27) dx Ady= dxdyy — dydix . 

Si, en particular, se toman los desplazamientos paralelos a los ejes 
coordenados, resultará Q (x + dx, y), R(x,y + dy) y por tanto 
dx A dy= dx dy, lo que justifica la costumbre usual de emplear única- 
mente la notación de producto ordinario en vez de la de producto ex- 
terior, más precisa, 

De (27) se deducen las leyes que rigen el producto exterior y que 
permiten el cálculo con el mismo, a saber: 

a) Propiedad anticonmutativa: 
du Adu=-— do A du 
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de la cual se deduce 
duMdu=0. 
b) Propiedad distributiva: 
dul (do +dw) =dundo + dundw. 

Verificando el producto exterior de las dos diferenciales (26) según 

estas reglas, queda 
dx A dy = (xuYo — XvYu) du Adu 
de acuerdo con (25) . 

Si bien en las diferenciales que aparecen bajo el signo de integral 
doble no puede haber confusión al utilizar el símbolo de producto ordi- 
nario en vez del exterior, puesto que siempre se trata de un producto 
exterior, cuando se opera con formas diferenciales sin que estén sujetas 
a integración, es muy conveniente distinguir entre los dos productos. Por 
esto nosotros vamos a utilizar la notación de producto exterior en todos 
los casos. Así, en vez de (22) , escribiremos 


(28) 1=S$f(x,y) dr Mdy. 
D 
Con esta notación, el elemento de área dx Ady del plano apa- 


rece orientado, es decir, si en (28) se invierte el orden de las diferencia- 
les, poniendo dy A dx, se invierte el signo de 1. Ello, geométricamente, 


Figura 67 


equivale a decir que se ha invertido la orientación del plano x,y, apa- 
reciendo el área elemental (el paralelogramo PQSR de la fig. 66) con 
signo cambiado, Salvo esta orientación que sólo influye en el signo de 1 
(no en su valor absoluto), el cálculo de (28) se verifica por las mismas 
reglas que el cálculo infinitesimal da para (22) . 
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Para las integrales triples la situación es muy análoga. Si tenemos, 
en el sentido habitual, 
(29) 1=/S1(%,9»z) de dy de 


extendida a un dominio D del espacio, la expresión dx dy dz repre- 
senta el elemento de volumen del espacio. Por tanto, si se considera el 
paralelepípedo elemental construído sobre los tres vectores infinitesimales 
PQ,PR,PS (fig. 67) de componentes respectivas 

(dx, dy, dz) , (dix, dy, diz) , (dex, doy, dez) 

el verdadero significado de dxdydz es el volumen de este paralele- 
'pípedo o sea, según 5.1, el valor del determinante formado por las 
componentes de los tres vectores PQ, PR, PS, que indicaremos como 
el producto exterior 


de dy dz 
dradyMde=| dix dy de 
dex dy del 


Para el cálculo con este producto exterior con tres diferenciales bas- 
tan las propiedades a) y b) de antes, más la 
e) Propiedad asociativa: 
du A du Adw= (du Adv) Adw = du (du Adw) . 

De esta manera, para hacer en la integral triple 1 el cambio de 
variables 
*=x%(u,0,w) , y=y(u,0,w) , 2=2(u4,0,0), 
bastará hacer el producto exterior de las tres diferenciales 
dx = xu du + xp do + xo dw 
dy = Yudu + yodo + yy dw 
' dz = 2 du + zpdu + zp due 

resultando 

dxAdy Mdz= (dx A dy) Adz=[(%uYo— Xo Yu) du » du + (Xw Yu — 

—XuYo) dí A du + (xo): —*%wY0) du A di] A (zudu+zodo+ 2d) = 
Xu  Xo *Xw 
Yu Yo Ye 
E 
que es la regla clásica del cambio de variables en una integral triple, 


según la cual debe multiplicarse el integrando por el jacobiano de la 
transformación, 


du Adv Adw 


En consecuencia, para mejor poner de manifiesto esta distinta na- 
turaleza del producto de las diferenciales que figuran bajo el signo de 
una integral triple, en vez de (29) escribiremos siempre 
(30) I=5$f(x*,9,2) dx A dy Adw 

» 
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También aquí, como en el caso de dos variables, la única diferen- 
cia con (29) estriba en que en (30) el elemento de volumen se consi- 
dera orientado, cambiando de signo si se toma por ejemplo dy Adx A dz. 
Salvo este posible cambio de signo, lo cual equivale a que el triedro PQ, 
PR, PS de la figura 67 cambia de orientación, el valor de (30) es 
siempre el mismo (29) y se calcula por las mismas reglas usuales del 
cálculo infinitesimal. 


Ejemplos: 


1. Elemento de área en coordenadas polares en el plano, De las fórmulas 
de transformación 


*=rcsa , =rsna 
se deduce 


dy = cosa dr— r sena da 
y por multiplicación exterior 

(31) dx Ady=rdrAda 

que es la expresión del elemento de área en coordenadas polares. 


2. Elemento de volumen en coordenadas esféricas. De las fórmulas de 
transformación 


*=0QCos0.5sn0 , y=0smasnd , == 0qc080 
se deduce 


dx = cosa senÚ do — o sena sen0da + 0 cos a cos 0 dO 
dy = sena send do + 0.cosa sen0da + Qsena cos 0 de 
dz = cos 0 do — o send de 

y por multiplicación exterior 

(32) dx A dy Adz = *sen0 do A d0 Ada 

que es el elemento de volumen en coordenadas esféricas. 


» éÚy= sená dr + r cosa dq 


4. Elemento de área sobre una superficie. Sea X un punto de 
la superficie $ considerada en el 20.1 y N el versor normal corres- 
pondiente. Llamando y al ángulo de N con la parte positiva del 
eje z y suponiendo cos y +0, el elemento de área sobre el plano tan- 
gente en X' cuya proyección sobre el plano x, y es el elemento de 
área dx A dy del mismo, se llama elemento de área de la superficie $ 
y lo representaremos por do, o sea. 


dxA 
(83) IS 
cos y 
Teniendo en cuenta (11) y (25) esta expresión equivale a 
(34) do =YEG=F du A do 


que es la forma general del elemento de área para la superficie cuyas 
ecuaciones paramétricas son las (1). De esta expresión y de (11), 
siendo 

dy Mdz= (Yuzo— Yotu)duAdo ,  deNdi=(2ut— 20%u) du Ady 
se deduce que análogamente a (33) se tiene también 
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dyNdz _ dzMdx 
cos a, cosp 
Siendo N = cosa 1 + cosf J +cosy K, de (33) y (35) re- 
—sulta la fórmula muchas veces útil 
(86) Ndo =dyAd:1 +d2Adx] +HdxAdyK . 
Todavía otra forma para el elemento de área se obtiene teniendo en 
cuenta que según la fórmula (10) que da el versor normal N, se 


verifica 
(NX,X,) = yEG — F* 
y por tanto, según (34) , 
(37) do = (NX,X.) du Ado . 
La ventaja de esta expresión, así como la (36) , sobre la (34) es 


que permite asignar un signo al elemento de área, teniendo así la posi- 
bilidad de definir un área orientada, 


Si la superficie está dada en la: forma explícita 2 = f(x, y), se- 
gún (12) , el elemento de área vale 


(35) do= 


(38) do=V1 ++ q dx Mdy. 

Ejemplos: 

1. Según (14) y (34) el elemento de área sobre la esfera vale 
(39) do =P send da AdO. 


Integrando entre los límites 0 <a =<21,0<0<x se obtiene el área 
total de la esfera 4x7”. 


2. Según (18) y (34) el elemento de área del toro vale 
(40) do =r(a + rcosv) du Adv . 

Integrando entre 0 <u<2x, 0 <v <2x, resulta que el área to. 
tal del toro vale 4xw"ra. 


5. Integral de superficie. Sea una superficie S de ecuaciones pa- 
ramétricas 
(41) *=x(u,0) , y=y(u,0) , 2=2(4,0) 

Se llama integral de superficie de una función q (x, y, z) exten- 
dida a una región D de S, a la expresión 


(42) fodo=fo(x(u,0) ,y (u,0) ,2 (u,w)) VEG=F du Adv 
» 


es decir, a la integral doble de la función que resulta al sustituir en «p 
las variables x, y, z por las funciones (41) que representan la super- 
ficie, multiplicada por la expresión (34) del elemento de área. 
¡A veces los parámetros uv son alguna de las coordenadas x*.v.z2 
con lo cual una integral de superficie puede también tomar la forma 
SF (x,y,2) dxAdy de 
D 


donde el coeficiente del área se ha incluido en F(x,y,2). En este 
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caso el cálculo efectivo se realiza sustituyendo z = f(x, y) (ecuación 
de la superficie) e integrando como una integral doble ordinaria. De 
manera análoga se procede para el caso de integrales de superficie de 
la forma $ F(x,y,z) dyAdz 6 SP(x,y,2)dendz. 

D » 


Ejemplos: 


1. Supongamos la integral de superficie de la función y =x + y +2 
sobre la esfera de radio unidad. 

Según (13) y (39) será 

/ W+y+2)do=f (cos a: sen O + sena sen 0 + cos 0) sen0 da A d0 . 

Los intervalos de variación son 0 <y <2x, 0<0<wx, de modo que 
integrando resulta que la integral vale cero, 

2. Sea la integral de p =x"2 sobre la región de superficie cilíndrica 
Py=L —1=:=1l, 

Con las coordenadas cilíndricas a, z es do = da A dz quedando 


2 
SP d0=S$co%ardard=—n2. 
D D 3 


3. Consideremos el cálculo de 
L * Ud Adz + y de ndx +2 de n dy 


siendo D el triángulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1 
La ecuación del plano que contiene D'es 2 + y +2 120; por 


tanto será 
1 
Sxdyrd = S$S(l—y=2idyad==. 
D 0y+a cr 6 


Las otras dos integrales tienen el mismo valor, de manera que la integral 
buscada vale Y. 


6. Flujo, Sea S la misma superficie (41) del número anterior y 
A (x, y, z) un campo de vectores. 

Drr. Se llama flujo del vector A a través de la región D de 
la superficie S, a la integral de superficie 
(43) Í AN do. 


Si a,, az, as son las componentes de A, osea, es A=a,1+ 
+ a J+0,K, según (36) el flujo se puede escribir en la forma 
(44) Sa dyAdz+a dea Mdx+a, den dy. vi 
És y 


Ejemplos: 

1, Calcular el flujo del vector X=x 14 y] +zK a través de la 
esfera de radio a y centro en el origen de coordenadas. 

En este caso, como N = X/a, según (43) el flujo es simplemente e) 
área multiplicada por_a, o sea, 4xa. 

2. Sea A= 9X/r, siendo q una constante y P= (*+yY +2). 
Se. desea calcular el flujo de este vector a través de la esfera de centro en el 
origen y radio a. 
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Siendo N = X/a, es A.N = q(a 7)” y, por tanto, sobre la super- 
ficie de la esfera dada, este producto escalar vale g/a*, con lo cual el flujo 
buscado resulta igual a (9/0) 4x a” = 4xq. 


EJERCICIOS 


1. Si la ecuación de una superficie está dada en la forma F(x,y,z) =0, 
“probar que los cosenos directores de la normal son proporcionales a Ha, Fy, Fe» 
2. Probar que el elemento de área de la superficie F (x,y, 2) = 0 50 

expresa por la fórmula 
¡PETIT 

de = NE dx A dy 

F, 
en todos los puntos para los cuales sea F, 4 0. 

3. SiA=ax1+byJ+0czK, con a, b,c constantes, probar que 
el flujo de A a través de la esfera de radio unidad y centro en el origen de coor- 


denadas vale S n(a + b+<c). 


4. Sea el vector (q/r) X, donde X =x14+yJ+2K y r esla dis- 
tancia al origen. Probar que el flujo del mismo a través de un círculo situado 
en un plano normal al eje x y cuyo centro esté sobre este mismo eje, vale 
21 (1 — cosa), siendo a el ángulo que forma el eje + con cualquier recta 
que una el origen con un punto de la circunferencia del círculo dado, 

5, Calcular el flujo del vector A = (q/r') X del ejemplo 2 del 20.6 a 
través de un cubo de arista a y centro en el origen de coordenadas, Comprobar 
que el resultado es el mismo que en el ejemplo citado. ¿Por qué? 

6. Si x=x(u, 0), y =y(u, 0) son las ecuaciones de una super- 
ficie 5, probar la fórmula 


JS AdyAdz+ BdzAdx+ CdxAdv= 


» 
e Sa dly,2) 5 d(z,x) e Mx, y) ) LRD 
EN 


d(u,v) d(u,v) d(u,v) 


q D, el dominio de variación de u, u correspondiente a la región D 
le S. 
7. Siendo A=y1—x2J + 
extendida a la semiesfera Y + + 
8, Calcular el flujo del vector 
superficie lateral del cilindro 
*=Rcosu 
entre las alturas y = 0, v= 3. 
9. Sea S una superficie cerrada que rodee el punto Py «puna fun- 
ción de punto dada. Llamando t al volumen encerrado por $ demostrar que 
JoNdo 
8 
Y Y = lim 


70 q 


calcular la integral Sf AAN do 


> 


—PI+x2K a través de la 


siempre que el límite exista y sea el mismo cualquiera que sea la forma de 
la superficie $ que se supone tiende a reducirse al punto P.. 
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21, TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. FÓRMULAS DE GREEN 


1. Teorema de la divergencia. Fórmula integral de Gauss-Ostro- 
gradski, Supongamos una superficie cerrada $ que limita un volumen 
V' del espacio y cumple las siguientes condiciones (fig. 68): a) Toda 
recta paralela al eje z la corta en dos puntos, el superior z, y el infe- 


z 

Ns 
Pee 
É 
h 
ls 

0 

ó Ne 4 (ey) A 

Figura 68 


rior za, o bien es tangente, pudiendo en este caso tener todo un seg- 
mento contenido en $; los puntos de contacto o los segmentos de es- 
tas rectas contenidos en S forman la parte que llamaremos “lateral” 
de la superficie; b) Los puntos superiores e inferiores forman, respec- 
tivamente, dos casquetes de superficie S,, S de ecuaciones 
(1) a=h(ry) >) a=f(x,y 
siendo f,, f, funciones uniformes, definidas sobre la región R, del 
plano x, y sobre la cual se proyecta S y que admiten derivadas par- 
ciales continuas sobre esta región; c) Las mismas condiciones se cum- 
plen para las paralelas a los ejes x e e 

Con estas condiciones sea A (x, y, z) un campo de vectores de- 
finidos en el volumen Y y sobre la superficie S, cuyas componentes 
41, 42, As tengan primeras derivadas parciales continuas en todo pun- 
to. Consideremos la integral triple 


(2) G,= JE áraraz 
y 0 
extendida al volumen Y. 
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Para calcular esta integral, fijemos un elemento de área dx A dy 
del plano x, y e integremos respecto de z. Resulta 


E) 6=S[0 (1,7, (2,9) — 02(3, 9,12 (+, 9)] den dy . 


Consideraremos en cada punto 2, , za los versores normales N, , Na 
dirigidos siempre hacia el exterior del volumen V. El producto es- 
calar N,.K (siendo K el versor fundamental dirigido según el eje z) 
es igual al coseno del ángulo que forma N, con la parte positiva del 
eje z;es, por tanto, positivo para toda la parte superior S,. En cam- 
bio, para la parte inferior S¿ el producto análogo Nz.K resulta ne- 
gativo por ser dicho ángulo mayor de 90?. 

En consecuencia, considerando los elementos de área do,, doz co- 
rrespondientes a las partes S,,S2 siempre positivos, según 20.33 será 
dxAdy=  (N,.K) do para la parte S, 

dx Ady=— (N,.K) do, para la parte $2, 
con lo cual (3) se puede escribir 
(4) G,=fS as N,.K do, + $ as N¿.K dos . 
LA a 

Como sobre la parte lateral de S los vectores N y K son orto- 

gonales y por tanto su producto escalar vale cero, en la última expre- 


sión la integral se puede considerar extendida a toda la superficie S 
resultando 


0= [Barinas f aNKdo. 
2 
db Ñ 


De manera completamente análoga se obtiene 
G= JHúra Ad= S a,N.Ido 
; le 
2 


y 
G,= ha Ady Adz= S a.N.Jdo. 
y? 2 
Sumando estas tres integrales y teniendo en cuenta también que es 
A=a1+ a, J + a, K resulta 


0 0 
(5) El Larra Jano. 
Ox (3) dz A 
Y 
Poniendo, como es costumbre 
dx A dy Adz= elemento de volumen = dí 


y utilizando el simbolismo habitual para la divergencia de A, resulta 
la fórmula de Gauss-Ostrogradski: 


(6) [V.Adi=5A.Ndo. 
e Ñ 
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Hemos supuesto que se trataba de una superficie S que sólo podía 
ser cortada en dos puntos por las rectas paralelas a los ejes coorde- 
nados (salvo las rectas tangentes). El teorema sigue siendo válido para 
superficies mucho más generales, Basta que limiten un volumen Y que 
se pueda descomponer en suma de otros cuyas superficies tengan la pro- 
piedad anterior, En efecto, sumando los resultados para cada uno de 
los volúmenes parciales y sus superficies, las integrales correspondientes 
a las superficies añadidas (comunes a dos volúmenes parciales) se anulan 
entre sí, por ser en ellas las normales N iguales y de sentidos opuestos 
según se consideren pertenecientes a uno o al otro de los dos volúmenes 
adyacentes, 

Se tiene así el teorema general: 

TEOREMA DE LA DIVERCENCIA: Dado un campo de vectores A o 
Y, 2) cuyas componentes admiten primeras derivadas parciales conti- 
nuas en un volumen V y sobre la superficie cerrada S que lo limita, 
si esta superficie está compuesta de un número finito de partes en cada 
punto de las cuales existe y varía con continuidad el versor normal N 
(es decir, existe plano tangente), vale la fórmula integral (6) . Es decir: 
la integral de la divergencia de A sobre el volumen V es igual al flujo 
de A a través de $. 


Obsérvese que la fórmula (6) puede escribirse también 
(7) Lady A dz + aadz p dx + asdx A dy= S(0ía + as + da) dx A dy A dz 


fórmula útil para ciertos propósitos. 
En particular, para 4 =*, 4 = y, a = 2 resulta que el volumen Y 
puede expresarse en la forma: 


1 
P= 7 rorarrderant zar ray 
a 


2. El teorema de la divergencia para el plano. Quer=mos ver qué 
forma toma la fórmula de Gauss-Ostrogradski para el Laso de un do- 
minio D del plano x, y limitado por una curva C y UN campo vec: 
torial A (x, y) constituido también por vectores coutenidos en el mis- 
mo plano. 

Consideremos primero un cilindro de base D- y altura infinitesimal 
Az. Suponiendo A (x, y) definido también para todos los puntos de 
este cilindro (por simple traslación paralela al eje 2) podemos aplicar 
la fórmula (6), observándose: a) sobre las bases del cilindro es 
A.N =0; b) sobre la parte lateral, N es igual al versor normal a la 
curva Cy el elemento de área do es igual al producto del elemento de 
arco ds de C porla altura Az; e) en el primer miembro, de (6), 
el elemento de volumen es igual al elemento de área de D por la al- 
tura Az, 

Por tanto. para Az> 0 en ambos miembros de (6) aparece este 
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factor Az como factor común, por lo cual se puede suprimir y queda 
como fórmula de Gauss-Ostrogradski para el plano 


(8) $ (42 + dy) dx Mdy =SA.Nds. 
» ? 


Esta fórmula expresa el teorema de la divergencia para el plano y 
su enunciado es completamente análogo al dado para el espacio, o sea, 
brevemente: la integral de la divergencia de un campo de vectores 
A (x, y) sobre un dominio plano D, es igual al flujo de A a través 
del contorno que limita D 

Teniendo en cuenta las componentes del versor normal 19.21, (8) 
se escribe también 


S (A12 + doy) de A dy = S (ay! — az!) de 


O sea 
(8) S axdy — ad = S (012 + doy) dx Mdy . 
» 


En particular, para 4, =x, a, = y resulta que el área de D puede 
expresarse por la fórmula clásica 


1 
P=> f 2d -yáx. 
o 


La fórmula (8)” seguirá siendo válida si se cambia en ambos miem» 
bros el nombre de las funciones a, , az ; en particular podemos sustituir 
y Por az y a, por —a,. Con ello queda 


(8)” S (das — dy) de Mdy= f ardx + a, dy 
D o 


que es la comúnmente llamada fórmula de Green del plano. 


Ejemplo: 
Para una elipse, * =acosp, y =bsenq (0 <q <2x) resulta que el 
valor del área es Ñ 


1” 
n= joa (cop + sen" q) dy =xab. 
% 


3. Consecuencias del teorema de la divergencia. 

a) Nueva definición de divergencia. Apliquemos la fórmula (6) a un vo- 
lumen elemental Át que rodee el punto P y a su superficie AS. En el 
primer miembro queda “7.AÁt y por tanto se tiene 

SJA.Ndo 
9) div A =Y:A = lim — 
( A E 

Esta igualdad se puede tomar como definición de la divergencia de A en 
el punto P. Ella tiene la ventaja de ser intrínseca (es decir, independiente 
del sistema de coordenadas) y por tanto pone de manifiesto que div A es un 
invariante sin necesidad de comprobarlo directamente como hicimos en el apar- 
tado 14. 
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b) Aplicaciones físicas. El teorema de la divergencia permite repetir, ahora 
de manera rigurosa, todo lo dicho en el apartado 14, acerca de las aplicaciones 
físicas del concepto de divergencia. 

La ventaja está en que ahora ya no hay que tomar el paralelepípedo ele- 
mental de aristas Ax, Ay, Áz que tomábamos en el entorno de P, sino 
que todo lo dicho vale para cualquier superficie que rodee a P (suficiente- 
mente regular para que el teorema de la divergencia sea aplicable) y que limite 
un volumen Y que luego se hace disminuir hasta reducirse al solo punto P. 
De esta manera, el flujo a través de $ del segundo miembro de (6) representa 
siempre la cantidad de fluido creado o consumido en Y por unidad de tiempo; 
vale por tanto la ecuación de conservación 14.16 y todo lo dicho allí queda 
establecido rigurosamente. 


4. Casos particulares de la fórmula de Gauss. 


a) Poniendo en (6) A = pB, siendo B un vector constante arbi- 
trario y «y una función escalar, resulta 


B.S YVodt= B.S pNdo 
v E 


y si esta igualdad debe verificarse cualquiera que sea el vector constante B, 
debe ser 


(10) SV od= SoNdo. 
y E 


Esta es una igualdad entre vectores, que condensa las tres igualdades 
análogas escritas con las componentes respectivas, 
En particular, si p = 1 


(11) Sido =0. 


Poniendo N = cosa 1 + cosf J + cosyK, esta igualdad nos dice que 
$ cosa do = fcosB do = fcosy do =0 
$ 


es decir, que la proyección de una superficie cerrada que limite cierto volumen 
del espacio sobre los planos coordenados (y por tanto sobre cualquier otro pla= 
no) es nula. Se entiende “proyección orientada”, de manera que los elementos 
de área do cuya normal forme un ángulo mayor de 90” con la normal al plano 
de proyección, se proyectan con signo negativo, 

b) Poniendo en vez de A el producto vectorial A AB (con B' un vector 
constante arbitrario) y teniendo en cuenta que 

VAAAB) =(ZAA).B », (AAB).N =—(AAN).B 
la fórmula de Gauss nos da 


(12) S(VAA) di =— S (AAN) do 


después de haber prescindido del factor B, lo que puede hacerse, como en 
el caso anterior, por tratarse de un vector constante cualquiera. 
Siendo “Y AA=rotA, la igualdad obtenida permite dar para el rotor 
una definición análoga a la dada en (9) para la divergencia, a saber 
£(A AN) de 
(13) rotA = — lim 
Aro Ar 


que tiene también la ventaja de ser intrínseca, es decir, independiente del sis- 
tema de coordenadas. 


1 
e) Si en lugar de A en la ecuación (6), ponemos el vector > 
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—(AB) A, siendo B un vector constante arbitrario y aplicamos las fórmulas 
convenientes de 16.4, resulta una identidad que si debe cumplirse para un 
vector B constante cualquiera, conduce a la fórmula integral 


Slarma —ac7.0) d= JfExs-an 4) o. 
y Ss 


5. Fórmulas de Green. Sean q (x,y,z) y yw (x%,y»z) dos fun- 
ciones escalares que admitan derivadas parciales continuas hasta el se- 
gundo orden en un volumen V y sobre la superficie S que lo limita. 
Supongamos que 5 cumple las condiciones de regularidad enunciadas 
en el teorema de la divergencia. 


Recordemos que, según 16.15, es 
(14) YY Y 2) =vAp+ Uy. VO - 
Por otra parte, la derivada direccional de p según la dirección del 
versor normal N, según la definición 4 del apartado 13 es 
di 
(15) L=vpN . 


Apliquemos ahora la fórmula de Gauss-Ostrogradski al vector 
CUA Queda 


di 
(16) fue + fow. vea = [y ig do 
v 8 


v 
que es la llamada primera fórmula de Green. 


Intercambiando las funciones 1, p y restando miembro a miembro, 
resulta 


¿ do dy 
- = — -p—)d 
an Suse ena (e) A 
y s 
que es la importante segunda fórmula de Green. 


Si en (16) se sustituye wp» por la misma «q, queda 


do 
= — do 
(13) fosor+ 70. 70%= fo 
» y 3 
y sien (16) Ó (17) se hace »=1, resulta 


(19) fanr=f a 
A 
Da AN 
> P 
que constituyen dos casos particulares interesantes de las fórmulas de Green. 
6. La ecuación de Laplace. Funciones armónicas. Tercera fórmu- 


la de Green. Se llama ecuación de Laplace a la ecuación en derivadas 
parciales de segundo orden 
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(20) Ap=0, 

donde el primer miembro es el laplaciano de la función incógnita p. 
La forma de este laplaciano depende, como vimos en el apartado 17, 
del sistema de coordenadas utilizado. 

Der. 1: Una función q (x, y, z) se dice que es armónica en un 
dominio cuando en todos los puntos del mismo admite segundas deri- 
vadas parciales continuas, las cuales satisfacen a la ecuación de Laplace 
Ap=0. 

El ejemplo más simple e importante de función armónica en el 
espacio de tres dimensiones es el siguiente: sea P (a,b,c) un punto 
fijo y X (x, y, z) un punto variable, cuya distancia al punto P- será 


r=V 6-0 +0-I FEO. 


La función 
(21) a ys 

r 
es una función armónica en todo el espacio (con el punto P como 
único punto singular), es decir A(1/r)=0. Para comprobarlo se 
puede hacer el cálculo en coordenadas cartesianas, pero es mucho más 
simple utilizar coordenadas esféricas de origen en el punto P, en cuyo 
caso la comprobación de que la función «p=1/r satisface la ecuación 
(20) es inmediata * (basta utilizar las fórmulas de 17.7). 

Consideremos ahora un dominio o volumen V limitado por una 
superficie cerrada $ que cumpla las condiciones de regularidad exigidas 
para que sea válido el teorema de la divergencia. Vale entonces la se- 
gunda fórmula de Green (17), la cual vamos a aplicar al caso de ser 
y = 1/r, donde r tiene el mismo significado anterior y P lo supone- 
mos interior a V. 

Para evitar el punto singular P (para el cual es r=0, y=0), 
excluiremos de V el volumen de una esfera de radio € y centro P; 
sea V” el volumen resultante y *- la superficie de la esfera. La fór- 
mula (17) se escribe en este caso 


(Ap 1 dp dE 
22 = — - 
150 e E SE dN 9 7) do + 
2d 5 
de de 2 a, 
E INEAN VERS +) ¡dd 
» 


Para la integral sobre Y del segundo miembro observemos: a) el 
módulo |¿p/dN| es acotado en P, pues suponemos, desde el mo- 


* En el plano, la definición de función armónica es la misma anterior, pero el ejeme 
plo dado ya no sirve. Un ejemplo importante de función armónica en el plano es P =logn. 
siendo r, como antes, la distancia del punto variable X(x, y) al punto fijo P(a, b) 
del mismo plano, Hágase la comprobación como ejercicio. 
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mento que aplicamos la lórmula de Green, que q y sus derivadas par- 
ciales primeras y segundas son continuas en V ; b) es 


TR 


con signo + por el hecho de que la normal, que se considera siempre 
hacia el exterior del volumen sobre el cual se integra, va dirigida hacia 
el interior de la esfera de centro P y radio £. 

Por tanto queda 


e e. E a 
atar) am 


indicando con «p (P) el valor q (a,b, c) que toma «p en el punto 
P. Con esto, (22) nos da, al pasar al límite para £>0, 


(23) 4x0 (P) =- E d+ 
> 


identidad notable llamada tercera fórmula de Green. 
Si q es armónica queda 


1 1 d pee E 
$5 ara) en 
Si 


relación importante que permite calcular el valor de una función armó- 
nica en el interior de un volumen V limitado por una superficie ce- 
rrada $, conocidos sus valores y los de su derivada según la normal 
sobre $. 

Obsérvese que (24) vale solamente bajo la hipótesis de que «p sea 
armónica. Si en el segundo miembro se dan para p y su derivada nor- 
mal valores arbitrarios sobre 5, el resultado «p (P) no es en general 
una función armónica. En el número siguiente veremos que una función 
armónica queda determinada con sólo dar sus valores sobre la superficie. 

Si en lugar de ser armónica, «p satisface a la llamada ecuación de 
Poisson 
(25) Ap=—4xe 


siendo e (x, y, z) una función acotada y continua en todo el espacio, 
(23) da 


, d E ES MIR 
(26) em fla AE e a -) de. 
E 


y 
Tomando por S una esfera cuyo radio tienda a infinito, de ma- 
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nera que el volumen V se extienda a todo el espacio, y suponiendo que 
para valores grandes de r la función y sea del orden de 1/r y el 
módulo de su gradiente | Vp] del orden de 1/7”, la integral de su- 
perficie en (26) desaparece, quedando 


(27) em=fla- 


donde la integración está extendida a todo el espacio. Naturalmente 
que si es e7%0 únicamente en cierto volumen V, la integral puede 
considerarse extendida a Y. La integral del segundo miembro de (27) 
se llama entonces potencial newtoniano del volumen V cubierto con 
masa de densidad €, 

Por consiguiente: toda función «p que satisfaga a la ecuación de 
Poisson (25) y para r> wo tienda a cero con el mismo orden infini- 
tesimal que 1/r y | V«p| con el orden de 1/7”, está dada por la in- 
tegral (27) . Aunque no vamos a demostrarla aquí, es válida también 
la propiedad recíproca siguiente: si e (+, y, z) es una función acota- 
da que admite primeras derivadas parciales continuas en todo el espacio, 
la integral (27) define una función p que posee derivadas parciales 
de segundo orden, las cuales satisfacen a la ecuación de Poisson (PE 

Si hay puntos singulares para 0, o sea, puntos en los cuales se ha- 
ga e=00, todavía puede aplicarse (27) rodeando cada punto sin- 
gular por una pequeña esfera cuyo radio se hace luego tender a cero. 
Supongamos que A, sea un punto singular. Consideremos una pequeña 
esfera de volumen Ár y centro Az Si para At>0es lim(e At) = q, 
la contribución del punto singular 4, a la integral del segundo miem- 
bro de (27) será q,/r,, siendo r, =|PA,]|. La constante q, es una 
característica del punto singular. Si hay más puntos singulares 4A2, 
As, ..., Ám cuyas características sean 42, 43) »».» qm la misma 
operación nos dice que la fórmula (27) debe sustituirse por 


(28) em= fla+ Su 


1 
donde la integral está extendida a todo el espacio, excluidos los puntos 
singulares, cuya contribución está contenida en la suma del segundo 
miembro, 


7. Aplicaciones de las fórmulas de Green. Las principales aplicaciones, 
además de las que acabamos de ver, de las fórmulas de Green, se refieren a 
cuestiones de unicidad. Vamos a dar algunos ejemplos interesantes. 


a) Dado un dominio V limitado por una superficie S, no puede haber 
más de una función armónica en V que tome valores dados sobre $. 
Es decir, si p, w satisfacen a la ecuación de“ Laplace en el interior del 


* En realidad no es necesario que Q admita primeras derivadas parciales continuas; 
bastan condiciones menos restrictivas. Ver por ejemplo, O. D. KztLO0, Foundations of Poten- 
tial Theory, Londres, J. Murray, 1929, pág. 156. 
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volumen Y y toman los mismos valores p=P sobre la superficie S que lo 
Tímita, ambas son idénticas. En efecto, aplicando (18) a la función 0 =p — W 
resulta 

(19) SO 4=0 


lo cual implica 'y0=0 en V (puesto que 8 es continua, así como sus pri- 
meras derivadas parciales). Por tanto 0 =cte., p=wW+cte, y sip, y to- 
man los mismos valores sobre 5, la constante debe ser cero y p="Y-. 

Demostrada la unicidad, queda el problema de la existencia y determi- 
nación de una función que cumpla las condiciones del enunciado. Éste es un 
problema mucho más difícil, llamado Problema de Dirichlet, que se resuelve 
por la afirmativa en condiciones muy amplias de Y y $. 


b) Dado un dominio V limitado por una superficie S, dos funciones 


armónicas en el dominio cuyas derivadas normales sobre S. tengan los mismos 
valores, difieren en una constante. 

En efecto, si hubiera dos funciones p, *p que cumplieran las condicio- 
nes dichas, poniendo 0= —w sería A0=0 en V yd0/dN =0 en S 
Aplicando la fórmula (18) resultaría la misma ecuación (29) y por tanto de- 
bería ser 70=0, 0=cte. En consecuencia p=Y+cte, 


6) Si q es una función armónica en un dominio V., su valor en un 
punto P, es igual a la media aritmética de los valores de «p sobre cualquier 
superficie esférica de centro P contenida en V. 

Para demostrarlo, observemos que aplicando (16) al caso de ser Ap=0, 
=1, resulta 


di 
(30) | FHe=o 
1] 


Apliquemos luego la fórmula (24) al caso de la esfera de centro P y 
radio 7. Teniendo en cuenta (30) resulta 


E 
31 ss 
(31) 9 (P) PE JH 


lo cual prueba el teorema, pues el segundo miembro es, por definición, la media 
aritmética de los valores de sobre la superficie S de la esfera de radio 7 
y centro P. 

Una consecuencia inmediata de este teorema es que'una función armónica 
en un dominio, incluido el contorno, sólo puede tomar sus valores máximo y 
mínimo en el contorno. 


EJERCICIOS 


1. Aplicando la fórmula de Gauss, hallar el flujo del vector A=3x1— 
—2y3 + 52K a través de una esfera cualquiera de radio 2. 

2. Probar la fórmula integral 

SAY O +0 ve) di= [wAN do. 

3. Probar que si p es armónica, el flujo de y Yp a través de una su 
perficie S es igual a la integral de (37 )* extendida al volumen Y limitado 
por $. (aplicar la fórmula del ejercicio anterior). 

4, Probar que sobre cualquier superficie S- que limita un volumen Y 
se verifica 
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1 
Jferrina=> fe+r+2xndo 
y 
3. Demostrar que el volumen V limitado por una superficie cerrada $ 
puede expresarse por la fórmula 


37= $ la Ouro — Jota) + y (tano — dos) any 0 99)) du Ador. 


6. Tomando (9) como definición de divA, supuesto por tanto que el 
límite del segundo miembro existe y es el mismo para cualquier forma de AS, 
demostrar que en coordenadas cartesianas ortogonales la forma explícita de la 
divergencia es la dada en el apartado 14. 

7. Tomando (13) como definición de rotA, deducir las componentes 
del rotor en coordenadas cartesianas ortogonales. 

8. Buscar la condición que deben cumplir las constantes a,b, ec para que 
el flujo del vector de componentes (axsenycosz, bcos ycosz, csenysenz) 
sea nulo a través de la superficie de la esfera de centro en el origen y radio 
unidad. 

9. Demostrar que el volumen limitado por un cono de vértice en el origen 
de coordenadas y una superficie S, es igual a vn tercio del flujo del vector 
posición X a través de $. 

Cde 10. Probar que 9=xy/(* + y + 2) satisface a la ecuación de 
aplace. 

11. Calcular el flujo del vector (2*—x") K a través del cubo limitado 
por los planos x=0, xx =1;y=0,y=132=0,2= 1. Hacer pri- 
mero el cálculo directo y luego aplicando la fórmula de Gauss. 

12. Calcular, primero directamente y luego aplicando el teorema de la di- 
vergencia, el flujo del vector 5K a través de la superficie limitada por el plano 
2=0 y la semiesfera 2 +4 2=R", 2>0. 

13. Buscar la forma que toma la fórmula (31) para el caso del plano. 


22. TEOREMA DEL ROTOR 


1. Teorema del rotor. Fórmula de Stokes. Consideremos una cur- 
va cerrada T' del espacio compuesta de un número finito de arcos con 
tangente continua en cada punto y que sea el contorno de un casquete 
S de superficie. Decir que S es un “casquete” de superficie significa 
que puede representarse por ecuaciones paramétricas 
(1) a=x(u,u) , y=)(u,0) , 2=2(u,») 
tales que constituyan una representación biunívoca de S sobre cierto 
dominio D del plano u,w limitado por un solo contorno C. Supon- 
dremos, además, que las funciones x (u,v), y(u,v). z(u,v) ad- 
mitan derivadas parciales continuas hasta el segundo orden en los pun- 
tos de D y C. 

_ Sea, por otra parte, 

(2) A(x,y,2) =41+a,J+aK 

un campo de vectores cuyas componentes a; (x, y, 2) admitan prime- 
ras derivadas parciales continuas sobre S y P. 

Consideremos la integral curvilínea (circulación de A a lo largo 
de MM, 
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(3) I=S AT ds=Sadx+a dy +as dz. 
T E 


Para calcular esta integral, teniendo en cuenta que la curva T es 
el contorno de $ y por tanto que en la representación (1) corresponde 
a la curva C del plano u,v, tenemos 

I= $ (01%u + asu + 0374) du + (01% + 2 )o + 0s%o) de . 
7 


Aplicando a esta integral la fórmula de Green (21.8) queda 
(4. 1= d [ (ay%o + ao + dato) — (Aita + daYu + 2a%u)o] du Adu 


Fioura 69 


Los términos del integrando en los que figura a, y sus derivadas 
parciales son 
(4x0) — (01%) o = Cyu%o — Uyvta = (Ayu E Ayu $ arta) o — 
— (Oreto + Ao + sto) Xu = Uy (Yuka — YoXu) E ro (Zu xo — 2oXu) 
o bien, según 20.11, 

(a; cos B — a3y cos y) VEG — F? 
habiendo llamado cos «a, cos $, cos y a los cosenos directores de la nor- 
mal N a la superficie $5, o sea, siendo 
N= cosa 1+cosf J+cosyK. 

Si procedemos análogamente con los términos que contienen 42, %% 
y sus derivadas parciales y sustituimos en (4) resulta 
(5) 1= $ [as — 02) cos a + (42 — 438) cos PB + 


+ (42s — 41) cos y] VEG — F? du A do 
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es decir, según las definiciones de flujo y rot A el segundo miembro no 
es otra cosa que el flujo del rot Á a través de S, 

Recordando la expresión 20.34 del elemento de área de una. su- 
perficie, resulta la siguiente fórmula de Stokes 


(6) SA.Td= frotA.Ndo. 
r 8 


Hemos supuesto que las funciones (1) que expresan las ecuaciones 
paramétricas de $ admitían segundas derivadas parciales continuas; ello 
ha sido necesario en la demostración anterior para poder utilizar el teo- 
rema de la igualdad de las derivadas segundas cruzadas, es decir, 
Kun = Xow y Yuo = You) Zuo = Zow + 

El teorema sigue siendo válido si 5 es una superficie tal que se 
pueda descomponer en un número finito de casquetes Si con dichas 
propiedades, cada uno limitado por una curva cerrada T' con las mis- 
mas propiedades supuestas para I'. Sólo hay que suponer, además, que 
orientando los contornos 1'y de cada casquete parcial de manera que 
el sentido de recorrido los deje a su izquierda, cada arco de T'; per- 
teneciente a dos casquetes aparezca con orientaciones opuestas según 
se considere como contorno de uno u otro de ellos, Cuando esto es 
posible, la superficie S se llama orientable; en caso contrario, no 
orientable, 

En efecto, si esta descomposición es posible, basta escribir la fór- 
mula (6) para cada casquete parcial y sumar miembro a miembro. 
Con ello, en el primer miembro desaparecen las integrales correspon» 
dientes a los contornos añadidos, pues en ellos aparece T con sentidos 
opuestos, y en cambio los integrandos del segundo miembro se suman 
todos, dando la integral de superficie sobre toda la $. 

La fórmula de Stokes constituye el siguiente: 

"TEOREMA DEL ROTOR: Sea dada en el espacio una curva cerrada T' 
compuesta de un número finito de arcos con tangente continua y una 
superficie orientable S cuyo contorno sea T' y que pueda descomponerse 
en un número finito de c-squetes representables por ecuaciones para- 
métricas de la forma (1) cuyos segundos miembros admitan derivadas 
parciales continuas hasta el segundo orden, Si A (x,y,z2) es un campo 
de vectores cuyas componentes as (x, y, z) admiten derivadas par- 
ciales continuas de primer orden sobre S y YT, entonces vale la fór- 
mula (6) , o sea: la circulación de A a lo largo de Y es igual al flujo 
de rotA a través de S. 

La condición de que las funciones de los segundos miembros de (1) ad- 
mitan derivadas parciales continuas hasta el segundo orden no es necesaria. 
La hemos utilizado por comodidad de demostración, pero el teorema buede 
establecerse con sólo suponer la existencia y continuidad de las primeras deri- 
vadas parciales. 


Obsérvese que la fórmula (5) 6 (6) puede escribirse también (utilizando 
20.33 y 20.35): 
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(1) fudr+ ad +ado= Lotus — 49) de dy + (09 09) de Adi 


+ (dy: — 2) dy Adz 
“expresión desarrollada que a veces es útil. 


Ejemplo: 
Si T' es una curva cerrada del plano +, y y consideramos como super- 
ficie S el dominio plano que la misma encierra, tomando A =—y1+x* J, la 


fórmula de Stokes da 
EPA NANA 


y como el segundo miembro es igual a 2F, F= área de S, resulta 


P=3f «dy — y dx, como ya obtuvimos en 21.2. 


2. Casos particulares de la fórmula de Stokes. La fórmula de 
Stokes (6) , que puede escribirse 
(8) SA.Td=S$(7»A).Ndo 
r y 


contiene ciertos casos particulares interesantes, a saber: 


a) Poniendo A = (pB, donde B es un vector cualquiera cons- 
tante (por tanto Y AB=0) y q una función escalar, resulta en am- 
bos miembros un producto escalar con B como uno de los factores 
(basta aplicar para el segundo miembro la fórmula 16.17 y obser- 
var que por tratarse de un producto mixto es (VQAB) N= 
=-— (Y AN).B) . Si estos productos deben ser iguales cualquiera que 
sea B, deben ser iguales los segundos factores, resultando 
(9) [Pr TAN F ANTES. 

b) Poniendo en vez de A el producto vectorial AAB, B con 
el mismo significado anterior, resulta en el primer miembro la integral 
de (ABT) ds = (TA A).Bds y en el segundo (según 16.23 y pues- 
to que B es constante) aparece el producto 

[VA(AAB)]N=[(B.V) A —B(Y.A)].N 
que puede escribirse 
B.[VA(A.N) — (V.A)JN] . 

Igualando los dos miembros y teniendo en cuenta que si la igual- 
dad debe verificarse para cualquier Beste factor puede suprimirse, 
queda 


(10) S (TAA) ds=S [YA (A.N) — (7.4) N] do . 


que puede escribirse también, más simplemente, 
(10)* SAMX=-S(NAV)AA do: 
Le $ 
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3. Líneas y tubos de torbellino. Dado un campo de vectores A, 
a partir del mismo se puede definir el nuevo campo 
(11) U=rotA 
llamado campo de torbellinos o campo de rotores del campo A. El vec- 
tor U esel vector torbellino *. 

Las líneas que en cada punto tienen por tangente el vector torbe- 
lino U se llaman líneas de torbellino (apartado 15). 

Supongamos una curva cerrada I' (que pueda ser contorno de un 
cascuete de superficie, es decir, que no forme nudo) y consideremos todas 
las líneas de torbellino que pasan por sus puntos. Se tiene así un tubo 
de torbellino. La circulación de A a lo largo de cualquier curva cerrada 
contenida en la superficie de un tubo de torbellino y que limite un cas- 
quete de la misma superficie es siempre nula, puesto que por el teorema 
de Stokes equivale al flujo del vector U a través de la superficie de 


Figura 70 


torbellino limitada por la curva, el cual es nulo por ser U tangente a 
la superficie en cada punto. 

Veamos ahora qué pasa cuando la curva rodea el tubo de torbellino. 
Sean P,, P, dos curvas que rodean el tubo de torbellino (fig. 70) 
Podemos hacer con ellas una sola curva haciendo los cortes P, Q y P* 
Q” y uniendo, mediante líneas de torbellino del tubo, P con P* y 
con Q'. La circulación de A alo largo de la curva total PP"R'Q/Q RP 
es mula por lo dicho antes, Cuando Q, Q se confundan con P, P* 
respectivamente, la contribución a la circulación de los arcos PP" y QQ' 
será nula, por estar recorridos en sentidos opuestos, quedando sola- 


* Es muy frecuente definir el vector torbellino por 4 rot A , pero el factor Y4 no des 
empeña ningún papel esencial, 
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mente las circulaciones a lo largo de T', y T', tomadas también en sen= 
tidos opuestos. Si la suma de estas circulaciones es nula, quiere decir 
que, al tomarlas con el mismo sentido, son iguales. Por tanto: 

Tror. 1: La circulación del vector A es la misma para todas las 
curvas que rodean, una sola vez, un mismo tubo de torbellino, 

Si el tubo de torbellino es muy estrecho se llama hilo de torbellino. 
La circulación para una sección normal, suponiéndola suficientemente 
pequeña para que sobre ella el vector torbellino U pueda considerarse 
constante, valdrá y =|U|o (según el teorema de Stokes y siendo 0 
el área de esta sección normal) y, por tanto, si no es nula debe ser 
|U!|0. De aquí y del teorema anterior se deduce: 


Tror. 2: Los hilos de torbellino no pueden empezar ni terminar 
dentro del fluido; o se extienden desde y hasta el infinito, o empiezan 
y terminan en el contorno de la región considerada, o bien son hilos 
cerrados. 

En efecto, si terminase, significaría que en sus extremos sería U =0 
y por tanto y=0, lo cual contradice el teor, 1 si en alguna sección 
fuera y%0, 

Lo mismo vale, como caso límite, para las líneas de torbellino. 


4. Superficies orientables y no orientables. En el enunciado del teorema 
del rotor, aparece el concepto de superficie orientable que hemos definido un 
poco rápidamente. Vamos a dar algunos ejemplos aclaratorios. 

Para saber si una superficie S es o no orientable, se subdivide de manera 
arbitraria en casquetes o celdas Sy, cada una de las cuales sea equivalente, 


Figura 71 


por deformación continua y biunívoca, a un polígono del plano de un número 
finito de lados. Se empieza entonces por orientar el contorno de una de estas 
celdas, supongamos S:, con una orientación arbitraria y se prosigue orientando 
las celdas adyacentes según el criterio de que las aristas comunes deben tener 
orientaciones opuestas en las dos celdas a que pertenecen. Si de acuerdo con este 
criterio es posible orientar todas las celdas sin que aparezca contradicción y si, 
además, la orientación del contorno de S (si existe, o sea si la superficie es 
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abierta) es siempre la misma para todas las aristas que lo constituyen, la su- 
perficie es orientable, y en caso contrario no orientable. 

En topología se demuestra que esta característica no depende de la manera 
como se haya hecho la subdivisión de $ en celdas. 

Por ejemplo, un casquete de esfera cuyo contorno sea el círculo T' (fig. 
72) es orientable, como se ve en la figura al subdividirlo en Si + Sa + Si, + Se 
y considerar las orientaciones indicadas. 


Ficura 72 


Se demuestra que las superficies orientables coinciden con las llamadas 
biláteras, es decir, con aquellas en las que se distinguen dos lados o caras, no 
siendo posible pasar de uno a otro lado más que a través del contorno si se 
trata de una superficie abierta. En el ejemplo anterior, por ejemplo, la parte 
convexa superior es un lado o cara, separado por el contorno de la parte cóncava 
interior, 

La esfera completa es un ejemplo de superficie cerrada, orientable o bilá. 
tera. Que es orientable se puede ver dibujando sobre ella una descomposición 
en celdas, pero es más fácil comprender su carácter de bilátera, En efecto, la 


B 
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parte externa constituye uno de sus lados o caras y la interna (o sea la super- 
ficie vista desde adentro) es el otro lado. 

El ejemplo típico de superficie no orientable abierta es la llamada banda 
de Móbius, Se obtiene tomando una tira rectangular y uniendo los lados me- 
nores entre sí, pero en sentidos opuestos (fig. 73). PA una superficie abierta 
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en los triángulos 5: y S2 y orientando ambos de la manera dicha, se encuen- 
tra que la arista 4B tiene la orientación 4-—>B en Si y la misma A->B 


“lado o cara. En el caso del anillo o banda de Móbius es fácil comprobar que, 
efectivamente, coloreándolo a partir de un punto hasta donde se pueda sin 
“atravesar el contorno, se termina por colorear todo el anillo sin que quede nada 


El teorema de Stokes no vale para superficies no orientables, ni tampoco 
el teorema de Gauss, pues siempre que se hable de “flujo” se necesita tener una 
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orientación determinada para el versor normal, cosa que no es posible para 
las superficies no orientables o uniláteras. 
Como superficie cerrada no orientable, el ejemplo más simple es la “bote- 
lla de Klein” representada en la figura 74. La superficie se penetra a sí misma 
e y tiene la propiedad de que, aun siendo cerrada, no divide al espacio en dos 
y regiones separadas. Es la superficie que se obtiene uniendo las dos bases de un 
y cilindro circular de manera invertida; la unión no puede hacerse sin que la su- 
perficie se penetre a sí misma. 


5. Diferenciación exterior de formas diferenciales. Hemos visto en 20.3 
la definición de producto exterior entre formas diferenciales, Vamos ahora a 
definir otra operación importante: la diferenciación exterior de formas diteren- 
ciales. Nos limitaremos a los casos de formas de primero y segundo grado, que 
son las únicas que aparecen en los espacios de dos y tres dimensiones, 

Una forma diferencial de primer grado (o forma de Pfaff) en las variables 
x,y,z es una expresión de la forma 
(12) 0% =adx + ardy + asdz. 

Una forma diferencial de segundo grado en las variables x, y, 2 es una 
expresión de la forma 


173 


FÓRMULAS INTEGRALES 


(13) 0% =ady Ad + dz Adx + asdx Ady. 

En los dos casos, las a, son funciones diferenciables de las variables x,), E. 

La diferencial exterior de las formas 4% y «0% se define por 
(14) do" = da, A dx + das Ady + das Adz 
(15) do? =da A dyAdz+da: Adz Adx+ das Adx A dy 
donde las das son las diferenciales ordinarias de las as. 

Teniendo en cuenta las reglas del producto exterior y sustituyendo en las 
expresiones anteriores los valores 

das = au dx + indy + aude (i= 1,2, 3) 

resulta 
(16) do” = (03 — 44). dx A dy + (012 — d32) de Adx + (day — 00) dy A dz 
(17) do” = (a. + day +4) de Ady Adz . 

Si comparamos estos valores con los que aparecen en las fórmulas de Gauss 
(21.7) y Stokes (22.7) resulta que ambas fórmulas se pueden condensar en 
la fórmula única 


(18) So= fdo 
De D 


donde la primera integral está extendida al contorno D* del dominio D. Si 
D es una superficie S, el contorno D* es una curva T' y resulta la fórmula 
de Stokes. Si D es un volumen V, el contorno D* es la superficie S que 
lo limita y resulta la fórmula de Gauss. 

La importancia de (18) es que vale para cualquier número de dimen- 
siones. Se llama fórmula de Stokes generalizada. 

Por ejemplo, para el plano, donde sólo cabe la posibilidad de ser 
w = a,dx + ardy, la fórmula (18) da 


$ da + asdy = í (ds — a) de Ady 


donde D es un área plana (simplemente conexa) y C su contorno. Resulta 
así la fórmula de Green para el plano (21.8”). 


EJERCICIOS 


1. Sea T' una curva cerrada plana del espacio que limite una región 
plana S de área F y sea P un punto interior a S. Suponiendo que F se 
hace tender a cero, de manera que Y” tienda a reducitss al punto P, demostrar 
que si A es un campo vectorial definido en una región que contiene $, la 
componente de rotA según la normal a S en P vale 


OS » 
(otA)e = Jim 7 £ A-T6s 


2. Aplicando la fórmula de Stokes calcular la circulación del vector 
)1+2xJ — K a lo largo del círculo + —3=0,2=1. 

3. Sea A=-— yI + xJ + K. Calcular el flujo de rotA a través de 
la semiesfera 4 +Y42—1=0,2=0. 

4, Calcular la circulación del vector (3 y — 3z + e*senz) I+ x*'] + 
+ (e*cosz—3x) K a lo largo de la curva x = cost, y = sent, z = cost 
(0<:<2x). 

5. Siendo A un vector constante y X el vector posición, probar que la 
circulación de A A X a lo largo de una curva cerrada 1 es igual a dos veces 
el flujo de A a través de un casquete de superficie limitado por T'. 

6. Probar que la circulación del vector posición X a lo largo de cual- 
quier curva cerrada es nula. 
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7, Si un vector es normal a una superficie en cada punto, probar que su 
rotor, o bien es nulo, o bien es tangente a la superficie. Dar un ejemplo de 


caso. 
8, Siendo X el vector posición y *=x* + y + 2, probar que la cir- 

culación de Xr”* a lo largo de cualquier curva cerrada es le 

9. Probar que cualquiera que sea el vector A el flujo de rotA a través 
de cualquier superficie cerrada orientable es nulo. 

10. Sea un árca plana del espacio limitada por una curva C y scan 
hy 1, y los cosenos directores de la normal al plano que la contiene, Probar 
que el valor del área se puede expresar por 


2 (ue — 19) de + (8 — 12) dy + (y — 11) de. 


11, Probar que si la integral de AAdX a lo largo de cualquier curva 
un dominio dado es nula, es Á = constante, 
12. Probar que si rotA=0, vale la fórmula 
5 9ATdsr 5 (ANY) do 


donde Ces el contorno de la superficie $. 
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1. Definiciones. 

Der. 1: Se dice que un campo de vectores V es un cumpo de 
gradientes cuando existe una función de punto «p, tal que 
(1) V = grad y. 

La función q se llama entonces un potencial escalar y se dice que 
el vector V deriva del potencial q. 

Der. 2: Se dice que un campo de vectores U es un campo de 
rotores cuando existe un campo de vectores A, tal que 
(2) U=rotA. 

El vector A se llama potencial vector de Ú. 


2. Campos de gradientes. Si V es un campo de gradientes, se- 
gún la relación rot grad p=0 es 
(3) rtV=0. 

Un campo de vectores con esta propiedad de tener el rotor nulo 
en todo punto se llama irrotacional. Por tanto 

'Teor. 1: Todo campo de gradientes es irrotacional. 

Un poco más complicado, pero muy importante, es el t:orema re- 
cíproco. Para su validez hay que imponer la condición de que el campo 
de vectores esté definido sobre un dominio simplemente conexo del es- 
pacio, Un dominio D se llama simplemente conexo cuando cualquier 
curva cerrada contenida en él es el contorno de un casquete de super- 
ficie totalmente contenido en el recinto. Como el contorno de un cas- 
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quete de superficie puede deformarse de manera continua sobre el cas- 
quete, hasta reducirse a un punto, suele también decirse que un dominio 
es simplemente conexo cuando cualquier curva cerrada contenida en él 
puede reducirse a un punto por deformación continua dentro del recinto. 

Por ejemplo, el interior de una superficie esférica, o de cualquier 
superficie deducida de ella por una deformación continua, es un dominio 
simplemente conexo. También lo es el espacio comprendido entre dos 
esferas concéntricas. En cambio no lo es el espacio interior a un toro, 
pues una curva cerrada como la c de la figura 75, no puede reducirse 
a un punto por deformación continua dentro del toro, 

Sentada esta definición, pasemos a demostrar el 

Tror. 2: Todo campo irrotacional de vectores V , cuyas compo- 
mentes Y; (x,y,z) admitan primeras derivadas parciales continuas en 
un dominio simplemente conexo D del espacio, es un campo de gra- 
dientes en D, 

En efecto, consideremos una curva cerrada cualquiera T' contenida 
en D. Por la supuesta simple conectividad de D, esta curva es el 
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contorno de un casquete de superficie S contenido en D. Siendo 
rot V = 0, el teorema de Stokes aplicado a S y a su contorno I' nos 
dice que la circulación de V a lo largo de I' es nula, En consecuen- 
cia, según el teor. 1 de 19.5, V es un campo de gradientes, como se 
quería demostrar. 

Si interesa construir efectivamente la función (p cuyo gradiente es 
V, como vimos en 19.5 basta tomar la integral curvilínea de la expre- 
sión v, dx + va dy + vs dz desde un punto fijo Pa (x,,)1,21) hasta un 
punto variable P (x, y, z) . Esta integral es independiente del camino, 
y Por tanto, tomando una quebrada de lados paralelos a los ejes con- 
tenida en D- (lo cual siempre es posible tomando P, suficientemente 
próximo a P), resulta 
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mn e 2 
=/0(4)2) d+ 0% (192) Dd +$% (01) 2) de 
* » % 
¡se cambia el punto P, la función q varía en una constante; es 
está definida salvo una constante aditiva. 
¡como ejercicio, comprobar nuevamente que la función «p cumple 
las condiciones 
PMH ) P=DM ) M=D. 
in efecto, por la continuidad supuesta de las primeras derivadas parciales 
componentes 14 ,es lícito derivar bajo el signo integral en (4), re- 


Q=w(x,7,2) , 0= [om (7,21 de + (0,9, , 
puesto que según (3) se verifica 


e — 00 = 0 , 09—0e=0 , e —0%y=0 


. 
P= [o (57,2) de + 9 (1,3,2) =0w(x,),2) 
te e 
q= [tulr, 7,2) de + $ Dre (%a, 9,2) dy + 0 (%0, Y, 2) 


a 
=f Vale, y,2) du + $09) (09 7.2) dy +05 (0) 79 2) =09 (8, 12), 
x 
lo que comprueba que V es el gradiente de p. 


el 


El campo V = (2x +2) 1 —e*J + xK es irrotacional. Hallar la 
función potencial de la cual deriva, 

Aplicando (4), en la que se puede tomar por simplicidad x=» = 
=4=0, resulta p=Y — 0 +x2+ cto. 

2. Demostrar que si un campo vectorial está formado por vectores per- 
pendiculares a un mismo plano cuyo módulo es solamente función de la dis- 
tancia al plano, es un campo de gradientes. 1 

“Tomando un sistema de ejes coordenados tal que el plano x, y sea el 
dado, el campo vectorial resulta V = f(z) K y por tanto es irrotacional. 

3, Dado el campo V =senx1 + y2J] + mXK, hallar m con la con- 
dición de que sea un campo de gradientes. 

Como rot V = (my — y) 1— ma], para que sea irrotacional debe ser 
m=—y=0,m.=0 y por tanto m= 4 y + f(2), siendo f una función 
arbitraria. 


3. Campos de rotores. Sea U un campo de rotores. Según 16.20 
se verifica 
(5) diyvU=0. 

Los campos de vectores que cumplen esta condición de tener su 
divergencia nula se llaman solenoidales. Por tanto: 
lo Tror, 3: Todo campo de rotores es solenoidal. 
d Vale también el teorema recíproco, a saber: 
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Tror. 4: Si U es un campo de vectores solenoidal, cuyas compo- 
nentes u; (x,y,z) admiten primeras derivadas parciales continuas en 
un dominio D limitado por un paralelepípedo de lados paralelos a los 
ejes (que puede ser todo el espacio), existe en este dominio un campo 
de vectores A tal que 
(6) U=rotA. 

La solución A está determinada salvo el gradiente de una función 
arbitraria q. 

El teorema vale para dominios más generales, pero la demostra- 
ción es más complicada (ver 5.24). 

Demostración: Se trata de hallar las componentes a,, az, a, de 
A, €s decir, tres funciones que satisfagan el sistema 


(7) Oy — di Uy y Oi — 9 = Uy 9 — y = 
sabiendo que 
(8) Us + Uy = 0. 


Como solo nos interesa una solución particular, podemos empezar 
por tomar a, =0. Las dos últimas ecuaciones del sistema dan entonces 


0) =$ uds +00,2) 0 =—Í meda + 000,2) - 
uc ieoda en la primera ecuación de (7) o tenemos 
Uy = Qay e (Uay E Usa) dx — 033 = oy — das + 1 (x,y,2) 4 (0,92), 
ecuación qe se satisface tomando 
da = 5 0 = fu (0,7. dy 


con lo cual, junto con los valores ya encontrados, se tienen las com- 
ponentes buscadas de A, a saber: 


a=0 
(10) as = fus(s,y,2) de 
ES : is 
a =— fu (e,y,2) de + fu (09,0) dy - 
Lo do 


Hemos obtenido así una solución particular. Si añadimos a ella el 
gradiente de una función arbitraria pp, el campo A + grad y también 
cumple la condición de que su rotor es V, debido a la ecuación ge- 
neral rotgrad p=0, Recíprocamente, si A, A* son dos soluciones 
de la ecuación (6) , por sustracción resulta rot (A — A*) =0. De 
aquí, según el teor. 2, puesto que D es simplemente conexo, se deduce 
que A — A? es el gradiente de un escalar. Es decir, la forma general de 
los vectores cuyo rotor es U es A + grad q, siendo «p una función escalar 
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A el campo vectorial de componentes (10). Queda así 
o el teorema. 


Sea U=2xy1— yJ + *'K. Siendo divU =0, hallar el po- 


las fórmulas (10) se obtiene inmediatamente A = 4x**J + 
¡K, La solución general será A+ Yo, con 9(*,),x) una función 
Hallar el valor de m para que el campo U=m1 4 *yJ—2K 

dal y lueg> el potencial vector zorrespondiente. 

“que sea solenoidal debe ser div. U =ms. +*"—1=0 y por tanto 
ArHr+o ly, 2). 

fórmulas (10) dan entonces A = zx] — peo + v0,0)K, 

(Y, 2) una primitiva, respecto de y, de p (y, 2). 


Descomposición de un campo vectorial en suma de uno irrota- 
otro solenoidal. Dado un campo de vectores W (x,),z) que- 
descomponerlo en la suma 

W=V+U 
que el campo V sea irrotacional, es decir, 
rot V=0 


diyU=0. 


Supondremos que existe div W y que es una función acotada y con- 
que admite derivadas parciales continuas de primer orden en todo 


espacio. 
De (12) se deduce, según el teor. 2, que V es un campo de gra- 
“dientes, o sea que existe una función «p tal que 


(14) V = grad y 
y como por hipótesis es div W = div V, resulta 
(15) divW=4p . 


Esta ecuación nos permite determinar q. En efecto, se trata de 
“una ecuación del tipo de Poisson cuya solución, dadas las condiciones 
wupuestas para div W, está dada por 21.27 con e=-— (1/41) divW. 

Conocida «p, se determina V por (14) y entonces U resulta 
«dado por 
1% (16) U=W-V=W - grad y 
y está claro que es solenoidal, por ser 

div U = div W — divV = Ap — divgrado =0. 
' Siendo U- solenoidal, existe un campo de vectores A tal que 
Y U =rot A (teor. 4), de manera que podemos enunciar; 
"Tor. 5: Dado un campo de vectores W , tal que div W sea una 
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función acotada y continua que admita las primeras derivadas parciales 
continuas en todo el espacio, existe siempre la descomposición 

(17) W = grad y +rot A 

en un campo irrotacional y otro solenoidal. 

La función « se llama potencial escalar del campo y el vector A 
potencial vector del mismo. 

La función p está dada por la ecuación (15) y el campo A se 
obtiene por el método indicado en el teor. 4 para hallar un vector cuyo 
rotor sea el vector conocido W — grad y. 

Observemos que según el teorema mencionado, el campo A queda de- 


terminado salvo un gradiente, el cual se puede elegir de manera que se cumpla 
la condición 


(18) div A=0 
con lo cual, la definición de laplaciano de un vector (16.3) da 
(19) AA= — rot rot A= — rot U=— rot W. 


Esta ecuación es análoga a la de Poisson, pero entre vectores. En coorde- 
nadas cartesianas, igualando las componentes respectivas de los dos miembros, 
se descompone en tres ecuaciones de Poisson y por tanto, teniendo en cuenta 
la solución 21.27 para cada una de ellas, la solución vectorial de (19) puede 
condensarse en la fórmula única 


1 w 
(20) A 
4x r 


con la integración extendida a todo el espacio. Esta fórmula junto con la 21.27 
que en este caso se escribe 


1 pdivW 
(21) fp di 
4x r 


nos da una forma explícita de la función y y del vector A que figuran en la 
descomposición (17) . 

El problema que acabamos de resolver equivale al siguiente: 

Encontrar un campo vectorial dados su divergencia y su rotor, 

En efecto, si se conocen div W y rotW, las fórmulas (15) y (19) mos 
dan y A y entonces el campo buscado es W = V + U, siendo V = grad p, 
U = rot A. Es decir 

1 div W 1 rot W 
(22) W=-—— grad e d+ rot f dr. 
4x r 4x r 

La solución es aplicable siempre que las integrales que en ella figuran 
resulten finitas, La solución no es única, Así, en el caso divW = 0, 
rot W = 0, además de la solución trivial W = constante existen otras, por 
ejemplo W"= x1 — y] + K. Para la unicidad hay que imponer ciertas 
condiciones para W en el infinito, como vamos a ver a continuación. 

Para el cálculo de (22) debe tenerse en cuenta que, supuestos dos puntos 
P, Q en el espacio, cuya distancia sea r, en las integrales se considera el valor 
de W en Q y las integrales se extienden a todo el espacio al variar Q. Re- 
sultan así funciones de P y los operadores grad y rot se toman en este punto. 


5. Observaciones sobre la unicidad. En el número anterior hemos supuesto 
que los campos vectoriales estaban definidos en todo el espacio. Si solamente 
se suponen dados en un dominio simplemente conexo y su superficie, los resul- 
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análogos, siempre que se puedan integrar las ecuaciones de Poisson 
(19) en el dominio. 

p de la unicidad de la solución, valen los teoremas siguientes: 

Si dos campos vectoriales U, V tienen la misma divergencia 
rotor en un dominio simplemente conexo y finito D y la misma 
normal sobre la superficie S que lo limita, los dos campos son 
Ú es decir, U= V. 

En efecto, poniendo A =U — V, las hipótesis hechas son: 
) div A=0 E b) rotA=0 A Q)AN=0 0" 
as primeras igualdades tienen lugar en D y la última sobre S (N es 
normal). De b) y el teor. 2 se deduce que existe una función q tal 
grad q = Yo. Por tanto, según a), es divgrado = Ap =0. 
la de Green (21.18) teniendo en cuenta la condición c), que equi- 
Yo-N = dy/dN = 0, nos dice que la integral de (Y/)* extendida a 
X Por tanto Yy = 0, de donde p = cte. y A=0, 0 sea, 


el caso en que el dominio D se extienda a todo el espacio, la super- 
jarece y entonces el teorema se enuncia: 
7: Si dos campos vectoriales U, V tienen la misma divergencia 
lo rotor en todo el espacio y; además, la función «p cuyo gradiente es 
lende a cero como 1/1 y | Y] como 1/P cuando r > 0%, 
La demostración es análoga a la anterior, con sólo tener en cuenta que 
Integral de superficie en la fórmula de Green utilizada es también nula en 
re por ser el integrando (para r-—>00) del orden de 1/r* y la super- 
integración del orden de * (se puede suponer que $ es una esfera 
le Área 4x1). 
En particular, si Y = 0 se deduce: 
mor. 8: Si un campo vectorial U tiene nulos la divergencia y el rotor 
y) además, la función p tal que Yo =U tiende a cero como 1/r y 
9] =|U| tiende a cero como 1/P cuando r>%,es U=0, 
Observemos, finalmente, que el campo dado por la fórmula (22) es siem- 
pre un compo continuo que se anula en el infinito. Recíprocamente, si se imn- 
ne n W la condición de ser continuo y nulo en el infinito, la solución dada 
(22) es única, es decir, vale la siguiente variante del teor, TE 
"nor. 9: Si dos campos vectoriales tienen la misma divergencia y el mis 
mo rotor en todo el espacio y además son continuos (con' derivadas continuas) 
'nulos en el infinito, los dos campos son iguales. h 
En efecto, si los dos campos son U y V, poniendo como antes 
Y resulta que existe un potencial y tal que A= Yg y, Ap =0. 
dl 
. 


to «p es una función armónica y, en consecuencia, las derivadas parciales 
» Qe (que son las componentes de A) también lo son. Como ellas se 
en el infinito y una función armónica no puede tomar sus valores má- 
y mínimo más que en el contorno en que está definida, resulta que son 
en todo el espacio y por tanto A = 0, o sea, ci 


6. Campo engendrado por un hilo de torbellino. Como ejemplo 
de aplicación de las fórmulas anteriores, consideremos el caso del campo 
engendrado por un hilo de torbellino. Es decir, se trata de hallar el 
campo A, conociendo el valor de 
(23) U=rotA 
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a lo largo de un hilo de torbellino (22.3) . Todavía se podría dar ar- 
bitraria la divA , pero por simplicidad supondremos el caso div A = 0 
es decir, el caso en que no haya fuentes ni desagiies. 

Según (22) la solución es 


1 U 
4 =a—/fZ 
(24) A ma 


donde la integración está extendida a todo el hilo de torbellino, únicos 
puntos del espacio en que por hipótesis es U>*0, En la integral (24) 
r esla distancia del punto Q del hilo al punto P del campo, es decir, 
al punto en que está aplicado A; y dr es el elemento de volumen 
en Q 

Consideremos una línea de torbellino T' alrededor de la cual se 
considera el hilo. Si T es su versor tangente, es U =|U|T. Por otra 
parte, llamando o al elemento de área de la sección normal del hilo, 
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vimos en 22.3 que la circulación alrededor del mismo vale y =|U| 0 
y que su valor es una característica del hilo, es decir, que no depende 
de la sección normal considerada, Por tanto, puesto que drt=o0ds, 
siendo ds el elemento de arco de T' (24), puede escribirse: 


Tds 
(25) a= Lor [E 
4x Z r 


donde solamente aparece la integración sobre la línea de torbellino T' 
habiendo desaparecido toda referencia al hilo, excepto por la circula- 
ción y, que ahora puede considerarse como una característica de T'. 
El operador rot se refiere al punto P y el versor T es sólo función de 
Q, de manera que siendo (según 16.17) 


mt mo=vlrr+L or 
Tr r r 
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r Y 
ide E es el versor en la dirección y sentido de P a Q, queda 


aL a. 
P 


resultado se suele expresar diciendo que cada elemento ds 
contribuye en el punto P para formar el campo con un incre- 
cuyo valor absoluto vale (0 = ángulo de T y E) 

y senÚ 

tr ” e 
“dirección es la del vector T AE, perpendicular al plano de- 
por PQ, y el versor tangente T a P' en Q. 
resultado es muy general y tiene varias aplicaciones concre- 
A es el campo de velocidades de las partículas de un fluido 


FIGURA 77 


«en movimiento y T' es una línea de torbellino del mismo, el resultado 
es una fórmula clásica de la mecánica de fluidos, Si A es el campo 
magnético engendrado por una corriente de intensidad y que circula 
por un conductor T', el resultado constituye la ley de Biot y Savart 
de la electrodinámica, 

Por ejemplo, si se tiene en un fluido una recta que sea una línea 
de torbellino de circulación y, la velocidad inducida en un punto Lis 

a distancia e de la recta, vale 
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y como (fig, 77) 


e o 
=0Q =0tg8q, ds= d senU=cosp , 
s=0Q Sp, ds Ad a: A 
queda A 
Y Con q 
IS da oy 
-T/a 


7. Caso de una curva cerrada. Es interesante el caso en que la 
línea de torbellino es una curva cerrada T', tal que pueda aplicarse a 
ella y a una superficie que la tenga por contorno el teorema de Stokes 

En este caso, aplicando a (26) la fórmula 22.10 resulta 


(28) il Vo Han) = (9.5) 01] 4o 


siendo S una superficie cualquiera cuyo contorno sea T'. 

El sustraendo del segundo miembro es nulo, puesto que 
V.(E/r) =- V.V (1/1) =-— A(1/r) =0. En cuanto al mi- 
nuendo, se puede poner E/r* = — “Y, (1/r) , indicando que el ope- 
rador *Y' se refiere al punto P. (que no pertenece al campo de inte- 
gración S y en el cual está aplicado el vector A) y permutar con 
V»/n que se refiere a los puntos Q de la superficie S, quedando 


Y 1 
A Vo—.N 
(29) A vs "Sí ._ ye 
1 


o bien, según la notación de derivada direccional (135), 


Mí ? Le 
0: =-=— y pe . 
(30) a Ve NY 
13 


Como siempre se puede tomar una superficie S que no pase por 
P, resulta 

Tror. 9: El campo A engendrado por una línea de torbellino 
cerrada Des el gradiente de la función potencial 


1 
E) 
E o Pe 


s 
en todos los puntos no pertenecientes a L'. 
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esta expresión, $ es una superficie cualquiera cuyo contorno 
y y es la circulación correspondiente a esta curva; r es la dis- 
del punto de $ correspondiente al elemento de al punto P del 
Al hacer la integración, P es fijo, de manera que resulta 


(P). 


Ángulo sólido. Consideremos en un plano dos semirrectas OA, 
partir de un punto O (fig 78). El ángulo que forman, o sea el 
de todas las semirrectas de origen O comprendidas entre ellas, 


Figura 78 


de medir por la longitud del arco de circunferencia de radio uni- 
“centro O comprendido entre las mismas. 
el caso del espacio, la generalización natural es la siguiente. Su- 
os un conjunto de semirrectas a partir de un origen O y tales 
una superficie cónica cerrada de vértice O. El conjunto 
las semirrectas de origen O. que son interiores a esta superficie cónica 
que forman un ángulo sólido de vértice O , Para medirlo, se corta 
una superficie esférica de radio unidad y centro O. La intersección 
con el ángulo sólido será cierta región de la superficie esférica, cuya 
wea es, por definición, la medida del ángulo sólido (fig. 78). Por ejem- 
todas las semirrectas que parten del origen de coordenadas y perte- 
q al octante correspondiente a la parte positiva de los ejes *, y, 2 
forman un ángulo sólido de medida 4 1/8 = 1/2. 
Dada una superficie S y un punto O no perteneciente a eila, in- 
“teresa muchas veces calcular el ángulo sólido que resulta al proyectar S 
o o sea, el ángulo sólido según el cual es vista 5 desde O 
Si do es el elemento de área de 5 correspondiente al punto P, 
su proyección sobre la esfera de radio unidad y centro O, o sea, el 
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ángulo sólido elemental, será 


(32) a ERAOlE 


do 
siendo 0 el ángulo entre OP y la normal N a la superficie en el punto 
P y r=|0OP|. 

En vez de tomar el valor absoluto de esta proyección conviene con- 
siderarla inclusive con el signo, tomando cos 0 en vez de |cos8 |. Con 


N 
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elly el ángulo sólido depende del sentido de la normal N, pero una vez 
fijado éste, tendrá un valor bien determinado. Además, si un mismo ra- 
dio vector desde O corta más de una vez a la superficie, los elementos de 
ángulo sólido correspondientes a los distintos puntos de intersección sc 
sumarán algebraicamente, que es lo que en general interesa. Por ejemplo, 
si 5 es una superficie cerrada que no se atraviesa a sí misma y que por 
tanto limita cierto volumen del espacio, el ángulo sólido total según el 
cual es vista desde O vale siempre 4x si O es interior y0si0O es 
exterior, 

En efecto, tomando la normal siempre hacia el exterior del volumen. 
el valor de cos 0 será positivo en los puntos en que la prolongación del 
radio vector sale del volumen (como el P, de la fig. 80) y negativo en 
aquellos en que entra en el volumen (como el P, de la fig. 80) . Por 
consiguiente si O es interior, en las partes de la esfera unidad sobre las 
cuales se proyectan más de un punto de 5, cada elemento proyectado 
de signo negativo se compensa con otro positivo, quedando únicamente 
una sola proyección. En consecuencia la proyección de toda la super- 
ficie S cubre una sola vez a la esfera unidad y por tanto el ángulo só- 
lido correspondiente vale 4x1. En cambio, si O es exterior, cada radio 
vector por O corta a $ en un número par de puntos, a los cuales co- 
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den alternativamente los signos + y —, de manera que la pro- 
total vale cero, como dijimos. 

este convenio, la expresión analítica del ángulo sólido total se- 
cual se ve la superficie S desde O será 


cos O N.E 
a=f 5 do= Jj do 
z 5 


N el versor normal a $ en el punto P, E el versor de la di- 
n OP y r=|0P|. 
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' Recordando la notación usual para la derivada de una función según 
normal a una superficie, y siendo E/r* =— Y (1/r) , (33) se puede 
ribir también 


1 
E A di 
e Sí yr Jáo=- ¡En a. 
£ £ 
Comparando con (31), resulta que si la superficie S tiene por 


id la curva T', la relación entre Q y la función potencial q 
campo engendrado por T' (considerada como línea de torbellino) , 


$ 


Si $ está dada por su ecuación vectorial X = X (u,v), teniendo en 


” 


p= 
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cuenta 20.10 y 20.34 la expresión del ángulo sólido según el cual es vista 
desde el origen O, toma la forma 


X. 
(36) a [E aro. 
; 


Si_S es una superficie abierta limitada por un contorno T', el ángulo 
sólido ( según el cual es vista desde el origen O, se puede expresar por una 
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integral curvilínea a lo largo de T'. En efecto, la integral (33) expresa el flujo 
del vector 


x , z 
37) TE IESGK 

$ q a 

a través de S. Por tanto, según el teorema de Stokes podremos escribirla como 

integral curvilínea si encontramos un vector Á cuyo rotor sea (37). Tenemos 

para ello el sistema 


2 , z 
la — 4 == aa] MZ 
HZ ca > 


En 23.3 se ha visto la solución de un sistema de este tipo. Para este caso 
concreto, tomando por ejemplo x= 0, y = 0, zo= 0, la solución (10) es 
. . 


a4=0,4w 


z 2x EA 2 
fha= ¿== =- 
Or eE (7+2)r 


y por tanto la fórmula de Stokes da 


(38) a 


S *  2dy—yd2 
cá A 

Naturalmente que esta expresión no es única, pues sabemos que al vector 
A. se le puede agregar un gradiente arbitrario, sin que deje de satisfacer al 
sistema. 
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or ejemplo, vale también la fórmula 


dy —y de 
as ¡22 con r=ViFy+Hz. 
A) 


“Integral de Gauss. Volvamos al 23.7 y consideremos el caso en ; 
sel punto P describe también una curva cerrada I',, sin punto 
án con I' y calculemos la circulación del vector A a lo largo de 


sún (26) será 


Jar ds, =Lffohmria > 
k 4x r 
T nT 


1 otra parte, siendo A = Ve, es 


A.T, ds, = [9] =[|L 

S pes lo, Es al 

Tn Th 

El ángulo sólido (2 a lo largo de la curva cerrada T, sólo puede 
en un múltiplo de 4x. Si T', no está enlazada con I' (fig: 

la variación de £ es nula, Si T', se enlaza con I' (fig. 82) la 


$e 
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ación de Q es 4xv, siendo v un número entero (positivo o ne- 
), llamado índice de enlazamiento (en el caso de la figura 82 es 
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1 
(42) S f(x) dsds, =4xw 
Tr 


que puede escribirse 


(43) $5 (ETT) dsd, =—4av 


hn T 

siendo E el versor direccional que indica la dirección de la recta que 
une el elemento ds, de I', conel ds de '; T, y T son los ver- 
sores tangentes respectivos en dichos puntos. 

Esta fórmula (43) que permite expresar el índice de enlazamiento 
mediante una integral extendida a ambas curvas, es debida a Gauss. 

La importancia del número v consiste en que no varía por defor- 
mación de las curvas T', ', mientras durante la deformación no tengan 
en ningún momento punto común. 

Sobre esta integral, su importancia en topología y su generalización 
a n dimensiones, ver por ej.: P. ALexanbroFF y H. Horr, Topologie, 
Berlín, 1935, pág. 497. 


EJERCICIOS 


1. Siendo el campo V = sen y sen z 1 + x cos y sen z J + x sen y cos 2 K 
irrotacional, hallar la función potencial de la cual deriva. 

2. Lo mismo para el campo U= (e* + 2xy2) 1 + 2] + (y — 67)K. 

3. Hallar el potencial vector de los campos solenoidales siguientes: 

a) U=s*yl— (1 +) 3 42K 
=snxI + (ycosx—Y)J4+2y2K 
=(2x+y+:2)I-yJ-»K. 

4. Demostrar la fórmula (39). 

3. Calcular el ángulo sólido desde el cual se ve desde el origen de coorde- 
nadas un cuadrado de lado b cuyo centro es el punto (0, 0, a) y cuyo plano es 
paralelo al x, y. 

6. Siel producto pA tiende a cero con un orden infinitesimal igual o ma- 
yor que el de 1/r* en el infinito y si div A=0, probar que es $ A.Ypdr=0, 
estando la integral extendida a todo el espacio, 

7. Demostrar que si A es un campo de vectores continuo y diferenciable, 
existen infinitas funciones «p tales que pA es un campo solenoidal, 

8. Sea U un campo de vectores y representemos por u el módulo de U. 
Sea T el versor tangente a las líneas de campo en cada punto y s el arco de 
estas líneas. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para que U sea 
solenoidal es que sea dlogu/ds =— div T. 


24. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO V 


1. Nota histórica. El teorema de Gauss y las fórmulas de Green fueron 
publicados por primera vez en las siguientes memorias: 

- F. Gauss, “Theoria attractionis corporum sphaeroidicoram ellipticorum 
“iomogeneoruro methodo nova tractata”, Commentationes societatis. scientiarum 


Gottingensis recentiores, vol. II, 1813. Reproducida en: KarL FrrericH GAUSS, 
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Gotinga, Kóniglichen Gesellschaft de Wissenschaften, 2% reimpresión, 


Es GREEN, Essay on the Applicatin of Mathematical Analysis to the 
of Electricity and Magnetism, Nottinglam, 1828. 

fórmula de Stokes aparece en el trebajo: 

STOKES, “A Smiths Prize Papel”, Cambridge University Calendar, 1854. 
¿l estudio de las condiciones mínimas de regularidad que deben cumplir 

os de vectores y las superficies o curvas que en ellos intervienen han 


Ls 
Na 
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Ficura 84 


lugar a numerosos trabajos, Puede verse, por ejemplo, el libro de O. D. 
00, Foundations of Potential Theory. Cambridge, Mass., 1929, o algún tra- 
moderno de análisis como el de T. M. Arostox, Mathematical Analysis, 
Mass. Addison-Wesley Publishing Co., 1957. 
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2. Campos vectoriales en el plano: característica de wna curva e índice de 
un punto, Ya vimos en el apartado '14 la definición de campo vectorial. Desde 
un punto de vista más geométrico se puede decir que definir un campo vectorial 
en el plano es asignar a cada punto del mismo un vector determinado, En ge- 
neral interesan los campos continuos, o sea aquellos en que los vectores (su mó- 
dulo y su dirección) son funciones continuas del punto de aplicación. Más exac- 
tamente: se dice que un campo de vectores es continuo en un punto Ps cuando, 
dado un $ cualquiera, existe un e tal que para todos los vectores cuyo punto 


FiGura 85 


Figura 86 


de aplicación P cumple la condición |PP,|<e, su extremo A cumple la 
condición | A4+|<ó, siendo As el extremo del vector de origen Po. 

Los puntos de discontinuidad, o bien aquellos a los que corresponden más 
de un vector o el vector mulo, se llaman puntos singulares del campo. 

Por ejemplo, el campo de versores tangentes a las hipérbolas xy = k (fig. 
83) es un campo continuo en todo el plano, excepto en el orígen. 

Análogamente, el campo de versores tangentes a las curvas cuyas ecuacio- 
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«coordenadas polares son q =k sen 2p (fig. 84) , orientados según el 

de las flechas, es continuo en todo el plano excepto el origen. 

n el caso del movimiento de un fluido en el plano, los versores tangentes 
as de corriente forman un campo vectorial. En la figura 85 (circun- 

que pasan por dos puntos fijos M, N) los puntos singulares som los 

El punto M. por el cual salen las líneas de corriente se llama fuente; 

o. N por el cual entran, se llama desagúe o sumidero. 

En la figura 86 (haz de circunferencias ortogonales a las de la figura 85) 
tos singulares son también los M, N. En este caso, en el que los vec- 

“giran” alrededor del punto singular, éstos se llaman vórtices. 

Un punto singular se llama aislado cuando existe un entorno del mismo 

tro del cual no hay otro punto singular. 

Supongamos ahora un campo vectorial continuo (salvo ciertos puntos sins 

es aislados) y una curva cerrada I' que no pase por ningún punto sin- 

(fig. 87). A cada punto P de T' corresponde un vector A del campo. 


A 
m Ñ 


ESAS 
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4 
UA partir de un punto fijo O del plano tracemos un versor A' paralelo al 
eétor A. Supuesto fijada una orientación del plano, la cual determina sobre 
“un sentido de recorrido, al recorrer P la curva T' según te sentido, el 
itremo del versor A” recorrerá la circunferencia unidad de centro O. Al vol: 
P a su posición inicial el extremo de A' habrá recorrido cierto número k 
veces la circunferencia unidad de centro O. Este número k (positivo, nulo 
de la curva T' respecto del campo vectorial 


Brevemente se puede decir: la característica de T' es el cociente por 2x2 
de la variación del ángulo entre los vectores del campo y una dirección fija, 
al recorrer TP, 

Supongamos que T' sea una curva cerrada que no se corte a sí misma 
(la llamaremos curva cerrada simple) y en cuyo interior no haya ningún punto 
s del campo. Por una deformación continua (por ejemplo por una su- 
cesión de homotecias de centro un punto fijo interior O), la curva Y puede 
reducirse a un punto O. Durante la deformación, siendo el campo continuo, 
el número k debe variar con continuidad y, como es un número entero, per- 
hi constante, Cuando T' se reduce al punto O, el versor A' antes 
mencionado es único (el correspondiente a O) y por tanto k= 0. En con- 
secuencia: 


Teo. 1: La característica de las curvas cerradas simples que no encierran 
ningún punto singular es igual a cero. 
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Supongamos ahora que T' encierre un punto singular aislado O. Al de 
formar P' por continuidad hasta reducirla 2 O, el múmero E se mantiene 


Si T_ encierra varios puntos singulares aislados, se puede constrale una 
Curva Ta compuesta de T' más unos lazos que partiendo de T' rodesa cada 
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punto singular (fig. 88). La característica de T, es nula por el teor. 1 y la 
variación de la dirección del vector del campo a lo largo de ella se e 
de la variación a lo largo de T' más la variación (con signo cambiado) a lo 
largo de los lazos. Por tanto 


Tror, 2: Si una curva cerrada simple encierra. puntos singulares, su ca. 


Si se cambia la orientación del plano, sin modificar el campo vectorial, 


3. Campos vectoriales tangentes a una superficie, Supongamos una super- 
ficie cerrada Y que sea el contorno de un cierto volumen del espacio (super- 
ficie cerrada y orientable). Si en cada uno de sus puntos está asignado un vector 
tangente, salvo en puntos excepcionales (puntos singulares), se dice que está 
definido sobre Y un campo de vectores tangentes. Las definiciones de conti- 
huidad y de puntos singulares son las mismas que para el plano. 

Un teorema muy importante es el siguiente: 


Ton. 3: Si Y es una esfera, no existe ningún campo vectorial formado 


Fijemos en cada punto de la esfera una orientación, por ejemplo la que gira 
en sentido contrario al de las agujas del reloj mirando desde el exterior, Fije- 
mos también un «entido de recorrido cualquiera a C, con lo cual en cada 
punto quedará bien determinado el versor tangente a C. En cada punto P 
de € tendremos así el versor tangente y el vector del campo dado; sea pe 
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entre estos dos vectores, medido según la orientación fijada. Cuando P 
€, al volver al punto de partida, el ángulo habrá variado en un 
llíplo de 2x; sea 2kx (k = número entero, positivo, nulo o negativo). 
e; dos puntos diametralmente opuestos sobre Cy hagamos girar 
ntin este círculo alrededor de ellos. Como el campo es continuo, el 
k obtenido por la misma operación anterior deberá también variar con 
dad, y como es entero permanecerá constante, Al volver a superpo- 
€ sobre sí mismo, después de girado 180*, el sentido de recorrido de € 
invertido, mientras que el campo no ha variado. En cada punto el 
o es ahora Y =x+0 y por tanto dY=dq, pero como el campo 
ción ha invertido el sentido, la variación total será ahora —2km. 
od ser la misma anterior, resulta k=—k y por tanto k=0. 
"Por otra parte consideremos la familia de círculos menores paralelos a C, 
van desde C hasta el polo O del mismo. Haciendo con cada uno de 
la operación anterior, por la continuidad del campo, también k deberá 
permanecer constante, Al reducirse Cal punto O, como en este punto hay 
“solo vector, el ángulo y varía en +2x (el signo depende del sentido de 
ecorrido), puesto que el vector del campo es fijo y el versor tangente varía en 
1 2x. En consecuencia resulta k=+1. 
Este resultado es contradictorio con el resultado k=0, lo cual prueba 
la hipótesis de partida (existencia de un campo continuo de vectores tan= 
3) no es admisible. 
'no se impone la condición de que los vectores sean tangentes, entonces 
Wi existen campos vectoriales continuos sobre la superficie de la esfera. Por ejem- 
el campo formado por todos los versores normales a la misma. En esto 
vale el siguiente 
 'Tzor. 4: Dado un campo de vectores continuo sobre la superficie de la 
3 sin puntos singulares, la recta de por lo menos uno de los vectores Pasa 
4 el centro de la esfera, 
5 En efecto, si así no fuera, considerando en cada punto el vector tangente 
ortogonal del vector del campo sobre el plano tangente, tendríamos 
in campo de vectores tangentes sin discontinuidades, en contra del teor, 3. 
El teor. 3 subsiste si en lugar de la esfera se considera una superficie 
o obtenida por deformación continua de la esfera. El hecho es evi- 
por razones de continuidad. Se trata de un teorema topológico, que no 
tnmbia por deformaciones continuas. 
- Para superficies cerradas que no pueden obtenerse por deformación con- 
“tinua de la esfera el teorema cambia. Por ejemplo, sobre el'toro el campo for= 
mado las circunferencias meridianas es continuo y 


Ver: P. ALexanbrorr y H, Horr, Topologie, Berlín, Springer, 1935, vol. 
1, caps. 12, 13 y 14. 


4. Teoremas sobre puntos fijos. Los teoremas anteriores sobre campos vee- 
toriales pueden servir para la demostración de ciertos teoremas sobre puntos 
fijos (puntos homólogos de sí mismos en una transformación), de gran utilidad 
en muchos capítulos de la matemática. Mencionaremos, como ejemplo, dos de 


7 


“Pro. 5: Toda transformación continua (no necesariamente biunívoca) de 
superficie de la esfera sobre sí misma contiene por lo menos un punto fijo 
6 un par de puntos homólogos diametralmente opuestos. 

Demostración: Sea P-—>P' la transformación dada. Supongamos que no 
hubiera ningún punto fijo, o sea, fuera siempre P=áP". Considerando lo» vec- 
tores PP”, tendremos sobre la esfera un campo continuo de vectores, Según el 
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teor. 4 la recta de por lo menos uno de estos vectores pasará por el centro 
de la esfera. Por tanto, para esta recta, P” es el punto diametralmente opuesto 
aP. 

Teor. 6: Toda transformación continua (no necesariamente biunívoca) 
del plano proyectivo en sí mismo contiene por lo menos un punto fijo. 

Demostración: Proyectando los puntos del plano proyectivo desde un 
punto exterior O, se tiene una radiación de rectas. Toda transformación con- 
tinua del plano equivale a una transformación continua entre las rectas de la 
radiación, Sea a>a' esta transformación. Cortemos la radiación por una 
esfera de centro O; sea A un punto de ella y a la recta OA; trazando por 
4 la paralela a a' tendremos otro punto 4” sobre la esfera. Asignemos a cada 
punto A el versor de dirección A4”, Si a” resulta tangente a la esfera, A4' 
será la dirección de la tangente deducida por continuidad. Tendremos así un 
campo de versores continuo sobre la esfera. Según el teor. 4 hay por lo menos 
uno de ellos cuya dirección pasa por O. Esta dirección será la de una recta 
fija de la transformación. Su punto de intersección con el plano proyectivo 
de partida será un punto fijo. 

Para los teoremas anteriores y otros análogos, ver W. FencmeL, “Elemen- 
jiro, Betelso und Anwendungen ciniger Fixpunktsátze”, Matem. Tidsskrift, R. 


5. Sobre campos solenoidales. En 3.23 demostramos que todo campo s0- 
lenoidal es un campo de rotores, bajo la condición de ser el dominio D en el 
cual el campo está definido el interior de un lepípedo. 

El teorema vale con solo suponer que 1 es un dominio convexo y en 
general para cualquier dominio tal que no contenga superficies cerradas que 
limiten. dominios no íntegramente contenidos en D. Para estos últimos el 
teorema puede no valer, como prueba el siguiente ejemplo (ver T. M. Apóstol, 
Análisis Matemático, Ejercicio 11-34). Sea D el espacio comprendido entre 
dos esferas concéntricas de origen O y sca el campo U=X.|X|=S, donde X 
es el vector posición. Sea 3 una superficie esférica de centro O. contenida en D 
y consideremos sobre ella una circunferencia menor c. Indicando con Y 
a la superficie de 3 menos el interior de e el teorema de Stokes ( (6) - 12) 


dice que 
JATds= SUNdo 
e z 
Haciendo tender a cero el radio de c, el primer miembro tiende a cero, 
mientras que el segundo, según ( (33)-23) tiende al ángulo sólido según el 
cual se ve 3 desde O, o sea, a 4x1. La contradicción nos dice que para el ini 
D considerado no existe el campo A. 
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APLICACIONES A LA TEORÍA DE CURVAS 


- 1. Triedro de Frenet. Ya vimos en el apartado 19 que una curva 
espacio está dada por tres ecuaciones paramétricas 
) =x(0) , y=y(0 >, :=:(0 
“cuales, representando por X al vector OX de componentes *, y 
, pueden condensarse en la ecuación vectorial única 
X=X(!). 
“También definimos allí el elemento de arco 


aya, += E 
de 
el versor tangente 
AS 
qe 


En lo sucesivo indicaremos con un acento las derivadas respecto 
arco s, conservando el punto para las derivadas respecto del pará- 
o general £. El paso de unas derivadas a otras se hace utilizando 


pe (3) , que se puede escribir. ds/dt=(X*)%*. Por ejemplo, 


Xx =X te E 
d (EY 


úl 


| > 3 J2-F- EE 
de L(xeyvad ds XX (Xx). 
Escribiendo que T es un versor, o sea, que tiene módulo unidad, 


se 

(6) x=1 

y por derivación respecto de s, resulta 
044) XxX. X"=0, 
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lo cual nos dice que el vector X” es perpendicular a la tangente, El 


versor 
x» 
8, N=_—— 
(8) E 


se llama el versor normal principal, La recta que pasa por el punto de 
la curva y tiene la dirección de N se llama recta normal principal. 

Según (4) y (7) es TN=0 y a partir de estos versores per- 
pendiculares entre sí se define el nuevo versor 
(9) B=TAN 
| que se llama versor binormal a la curva en el punto considerado. 

Los tres versores T, N, B forman el llamado triedro principal o 
triedro de Frenet correspondiente al punto. Las caras de este tricdro se 
llaman; 

cara T,N:; plano osculador 

cara N, B: plano normal 

cara B, T: plano rectificante. 


Si la curva está dada por sus ecuaciones paramétricas 
*=x() ,) y=y() , 21=2() 
con el arco 5 como parámetro, las ecuaciones de los elementos del triedro prin= 
cipal correspondiente al punto (%e, Yo, 2) son 


Tangente: 
*—xo Y _ ia 
xo $ AR 
Normal principal: 
* 
Binormal: 
2% 12% 12 


A rial a 
Plano osculador: 
YY 12 
He Y. de =0. 
O y”. "% 


Plano normal; 
lx) + (0-3) +0 (em =0. 
Plano rectificante: 
le — x) + 9% (y — 9) +rm(i—»)=0. 
2. Fórmulas de Frenet. Se trata de hallar las componentes de los 
vectores derivados T”, N”, B' respecto de los ejes del triedro principal, 


Las derivadas son siempre respecto del arco. 
Es necesario introducir dos definiciones: 
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a) Al módulo del vector T' = X” se le llama curvatura de la 
a y se representa por x. Es decir 


=P =yXP 
curvatura se toma siempre positiva. A la inversa de la curva» 
la llama radio de curvatura e=1/X. 
b) Al producto escalar N'.B, tomado con el signo correspon» 
se llama torsión de la curva y se representa por t. Es decir, por 


1=N.B. 
“La inversa de la torsión es el radio de torsión, 
Con estas notaciones, (8) se escribe 
T=xN. 
Para hallar N' pongamos 
N=aT+0:N +0,B 
ndo «as coeficientes que vamos a determinar. Multiplicando esca- 
nente ambos miembros por T' resulta a, = N'.T, y como de 
= 0 se deduce, por derivación, N'.T == T'.N, teniendo en 
nta (12) resulta a, =—%X. 
'Multiplicando escalarmente ambos miembros de (13) por N re- 
t E = N.N', pero de N*= 1 se deduce N.N' = 0; por tanto 
j=0. 
Finalmente, multiplicando ambos miembros de (13) escalarmente 
B resulta a, =N'.B=1. Queda por tanto N'=—x«T + TB 
Para hallar B' procedemos análogamente, escribiendo 
B'=8,T +8.N + PB 
B., Ba por el mismo método anterior, Multiplicando 
s nte por T ambos miembros de (14) resulta B,=B'.T ; pero 
“de la relación B.T=0 se deduce B'.T=— T'.B y según (12) 
TB Por tanto $, = 0. 
 Multiplicando (14) escalarmente por N queda 'f, = B'.N. De 
la relación B.N=0 se deduce B'.N =— B.N' =— %. Por tanto 
RÁ 
Multiplicando (14) escalarmente por B_ se tiene Pj, = B'.B y 

como de B? = 1 se deluce B.B” = 0, queda PB. =0. 

En definitiva, agrupando los resultados obtenidos se tienen las 
'lamadas fórmulas de Frenet, fundamentales para la teoría de curvas: 

T= xN 
(15) N 
By=-iN. 

Algunos autores toman cambiado el signo de la torsión; se trata 
“simplemente de una cuestión de convenio, según se defina por la re- 
lación (11) o por 1=-—N'.B. 


" 
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Casos de curvatura o torsión mula. Si 4=0, según (10) , debe 
ser T = X' = constante; llamando A a este vector constante y € 
a otro vector (constante de integración), resulta X =As+C > Osea, 
se trata de una recta. 

Si.es t=0 en todos los Puntos de una curva, la tercera fórmula 
de Frenet da B = constante ; por tanto, de T.B=X".B= 0, se 
deduce X.B = cte. Por ser ésta la ecuación de un plano, resulta que 
la curva X(s) está contenida en el mismo, o sea, es una curva plana. 
En resumen: 

La condición 4=0 caracteriza a las rectas yla 1=0 a las curvas 
planas. 


Ejemplo; 

Todo campo vectorial A determina el campo de versores T=A : | A| que 
son los versores tangentes a las líneas de campo (14.1). Para hallar la cup. 
yatura de estas líneas y la dirección de su normal principal tenemos la ecuación 

= xN, que puede escribirse 
(T.Y)T=xN 
y,de aquí, aplicando la fórmula 16.29 al versor T (que cumple la condición 
T =1), resulta 
TairotT=-—xN. 

Esta ecuación nos da la dirección de la normal principal de las líneas de 

campo. En cuanto a su curvatura se tiene 
*=|(T.Y)T|=|TrrotT|. 

Si se desea la descomposición del vector rot T según los tres versores 
fundamentales T, N, B de las líneas de campo, procediendo por coeficientes 
indeterminados y teniendo en cuenta la penúltima relación 50 ¡btiono 

rtT=aT+xB, con a=T.rotT. 


3. Cálculo de la curvatura y de la torsión. La curvatura está 
dada por la fórmula (10). De la torsión conviene dar una expresión 
a partir de la ecuación X= X (s) de la curva, Para ello observemos 
que según (8) es 


N= E 
x 
y derivando 
ES X"e—X"x 
E ——_— . 
FO 
Por tanto 


1 DD 
1=N.B=N.(Ta N) =— (NW XX”) = A 
LS 
Se tienen así los valores 
2 > DY 
(16) 1=yX» = HS 


que permiten calcular x y Ta partir de la ecuación vectorial de la 
curva cuando el parámetro es el arco s. 
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en lugar del arco, la curva está dada en función de un pará- 
general £, habrá que hacer en (16) el cambio de variables de 
, reemplazando X', X” por las fórmulas (5). De la última 


resulta 
a X—XX* _ (aX). 
(x)* es). 
or tanto, según (16), 
EA 


E Los versores T, N, B se expresan 

X ¡as X-(X.X)X 
o a IÓ 
Xx 


Aplicación cinemática. Si la curva (2) se considera como la trayectoria 
de un punto móvil y el parámetro £ es el tiempo, el vector velocidad será 


=X, o bien, llamando v a su módulo 
V=vT. 


El vector aceleración será A = X y como según (3) es 
= X=" xk y, X=PFo+0X)0=(To+v T)o 
resulta que el vector aceleración se puede escribir 
A=%2N+oT 
con 9=de/dt=W'0. 


Ésta es la fórmula que da la descomposición del vector aceleración en 
sus componentes tangencial y normal, 

Ejemplos: 

L. Para la hélice circular X (r cos y, r seno, Kp) es X(— reno, 
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r cos p, E), X(—r coso, — r sen 9,0), X (r sen o, = r cos p, 0) y 
por tanto la curvatura y la torsión resultan 
r k 
AER A A 


2. Para una curva plana, suponiéndola en el plano £= 0 y siendo 
x= x(t), y = y(1) sus ecuaciones paramétricas, la torsión es 
curvatura (18) toma la forma 


ás 
(449) 
7 Si el parámetro es x, indicando con acentos las derivadas respecto de x. 
resulta 


= _ 
AURTTS 


4. Definición geométrica de la curvatura y de la torsión. Tome- 
mos a partir de un punto fijo O los dos versores T (s) y T(s+As) 
ha 


Fs + As) 


EN Ts) 
5” 
Fioura 89 


correspondientes a los puntos X (s) y X(s+As) de la curva. El 
ángulo que forman entre sí es 

A0=|T (s+4s) -T (5) ] 
puesto que la cuerda y el arco son infinitésimos equivalentes. Siendo 
|T'|=x, dividiendo ambos miembros por As y pasando al límite, 
resulta 

v AQ 

(21) y = lím e 
o sea: la curvatura en el punto X=X (s) es igual al límite del co- 
ciente entre el ángulo de las tangentes en X (s) y X(s+4s) y el 
incremento As del arco que separa los buntos de contacto, cuando este 
incremento tiende a cero. 


Análogamente, considerando el ángule de las dos binormales con- 
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tivas B (s+4s) y B(s) (o, lo que es lo mismo, el ángulo entre 
dos planos osculadores en los puntos X (s+4s) y X(s)) y apli- 
do la última fórmula de Frenet, resulta: el valor absoluto de la 
¡ón es igual al cociente del ángulo de dos binormales (o de dos 
osculadores) en dos puntos separados por el incremento de arco 
y este incremento, cuando el mismo tiende a cero. 
Las definiciones geométricas anteriores permiten dar una idea in- 
tiva de los conceptos de curvatura y torsión. En efecto, la curvatura 
e, en cierta manera, la velocidad con que la curva se aparta de una 
La torsión, la velocidad con que se aparta de ser plana. 
El mismo razonamiento demuestra que, en general, si se consi- 
el versor aT + PN + yB (a, P, y constantes tales que 
+P+y?=1), el límite del cociente entre el ángulo que forman 
posiciones consecutivas del mismo y el elemento de arco que separa 
os puntos correspondientes, cuando este último tiende a cero, vale 
k= (Bue + (ar 10: + Br. 
5. Esfera osculatriz. La ecuación vectorial de una esfera de radio 
y centro el punto Y es 


(X - Y)? =R* 
A to que ella indica que la distancia del punto X al centro Y 3 
igual a R. 
Dada una curva por su ecuación vectorial X = X (s), referida 
al arco como parámetro, sustituyamos este valor en (23) y pon- 


'gamos 

(24) F(s)=(X (9 -Y*-R”. 

Si en un punto X, = X (50) es 

(25) F (5) =0 

significa que la esfera (23) pasa por el punto X,. Si en el mismo 
punto, además de (25) se cumple F' (s.) = 0, se dice que la curva 
y la esfera tienen en X un contacto de primer orden; si además se 
cumple F” (s)) = 0, se dice que el contacto es de segundo orden y, 
“en general, si en Xo son nulas las derivadas de F (s) hasta la ¿ — ésima 
pero no lo es la (i+ 1) —ésima, se dice que la esfera y la curva tienen 
'en X, un contacto de orden ¿. 

Der. 1: Se llama esfera osculatriz a una curva en un punto Xo. 
a la esfera que tiene en el mismo un contacto de tercer orden con la 
curva. 

La esfera osculatriz está, en general, bien determinada. En efecto, 
además de (25) , en el punto Xo deberá ser (derivando y aplicando 
sucesivamente las fórmulas de Frenet). 

== Y) T=9 
(26) 1+x(X-Y)N=0 
(A-V (—eT+4N+x%1B)=0. 


APLICACIONES DEL ANÁLISIS VECTORIAL 


De la última ecuación, teniendo en cuenta las dos primeras, se 
deduce 


(27) EV) B=0. 


De esta ecuación y de las dos primeras (26) se deduce que las 
proyecciones del vector X — Y sobre los ejes T,N,B valen 


ES 
(28) (X-—Y).T=0, (A Y).N=-- j a . 
Por tanto, el centro de la esfera osculatriz es el punto 
(29) Y=x+1N-L 
* Re 
que poniendo, por definición, 
z = € = radio de curvatura 


se puede escribir (fig, 90) , 


(30) Y=x+oN+EB, 
El radio de la esfera osculatriz estará dado por 
1 
(31) r= ayer (2), 


En las fórmulas anteriores, e, vt se refieren al punto X) con- 
siderado, 


ele 


1 
1 
1 
l 
t 
! 
1 
1] 
1 
t 
t 


E 
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El círculo contenido en el plano osculador, cuyo centro es el punto 
de la normal principal distante e de la curva y Cuyo radio es €, se 
llama círculo osculador de la curva en el punto considerado. De aquí 
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deduce que el círculo osculador es la sección de la esfera osculatriz 
el plano osculador. 
Ejemplo: 
Para la hélice circular, el centro de la esfera osculatriz resulta 
SERE 
r 


pe (31) el radio R de la esfera osculatriz coincide con el radio de cur- 


6. Curvas esféricas. El lugar geométrico de los centros de las es- 
as osculatrices a una curva está dado por (29) , o sea, 


(32) yY=x+0N+ÍnB 


donde todos los términos del segundo miembro son funciones de s. 
La dirección de la tangente a este lugar geométrico será la del 
“vector Y”, o sea, aplicando las fórmulas de Frenet y simplificando, 


3 v=(e+(2)) 


es decir, es paralela a la binormal a la curva primitiva. 

Si la curva es esférica, o sea, que está contenida en la superficie de 
una esfera, el punto Y es fijo (centro de la esfera) y por tanto debe 
ser Y' = 0. Es decir, 


(83) 01 + (5)= o. 


Recíprocamente, si se cumple esta condición, el centro Y será fi 
jo y además el radio R de la esfera osculatriz resulta constante, pues 


isegún (31) es 
dR* , UN” 
mm E =2(0 (DE )- 2er (E) )-=0 
ds T 1 T T 
Por consiguiente: 
La condición necesaria y suficiente para que una curva séa esférica 


es que su curvatura y torsión estén ligadas por la relación (33) , en le 
cual los acentos indican derivadas respecto del arco s. 


La ecuación (33) es equivalente a escribir 
ey 
e+ ( Sd = R' = constante . 
t 
Hagamos una aplicación de este resultado. Despejando T se tiene 
E 


vRr=e 
y por tanto, integrando a lo largo de la curva, 


L= 
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¿3 cdo |, a 


Si la curva es cerrada y en todos sus puntos es Q y 0 (no tiene puntos 
angulosos) será, por tanto, 
£rids=0 
o 
O sea: la torsión total de las curvas esféricas cerradas es nula, 
También es cierto el teorema recíproco: la única superficie que tiene nula 


la torsión total de todas sus curvas cerradas, es la esfera, (Ver L. A. SANTALÓ, 
Revista Matemática Hispano-Americana, 1935, vol. 10). 


7. Superficies regladas. Consideremos una curva X = X(s) y 
por cada uno de sus puntos una recta £- Esta recta puede determi- 
harse por un versor E aplicado en el punto X y que tenga la direc- 
ción de la recta. 

Si E es función de s, al variar s la recta £ describe una su= 
perficie reglada. Supondremos siempre que la función E=E (s) ad- 
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mite derivada continua (o sea, que las tres componentes de E (s) son 
funciones con derivada continua respecto de s). 

Un punto Z de la superficie reglada puede determinarse por el 
parámetro s, que fija la generatriz g sobre la cual se encuentra, más 
el parámetro A. igual a la distancia de Z al punto X, La ecuación 
vectorial de la superficie reglada es entonces 


Z=Z (5,1) =X (5) +1E (s) . 
Una curva de la superficie que pase por el punto Z estará dada 


por una función 1=1 (s). La tangente a la curva tendrá la dirección 
del vector 


(35) Z=T+1E +VE 
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la normal al plano determinado por esta tangente y la generatriz g 
tendrá la dirección del vector 
) N=ZAE=(TAE)+A(E AE). 

Como esta dirección no depende de 2, resulta que es la misma 
"para cualquier curva de la superficie que pase por Z.. En otras pala- 
bras: las tangentes a todas las curvas de la superficie que pasan por un 
punto Z están en un mismo plano, que contiene a la generatriz que 
¡pasa por Z. y que se llama plano tangente a la superficie en el punto Z. 

Al variar Z sobre la generatriz g, o sea, al variar A en (36) , 
len presentarse dos casos: 
1% El plano tangente es siempre el mismo. La dirección del vec- 
“tor N es independiente de A. Para que esto ocurra los vectores T AE 
E AE? deben tener la misma dirección y por tanto E, E/ y T de- 
estar en un mismo plano. Por tanto debe cumplirse la condición 
(37) (EE T)=0. 
En este caso la superficie reglada se llama desarrollable, 

Obsérvese que si X, E están dados en función de un parámetro 
general £, distinto del arco, es 


(ET) = (EE X”) = (dt/ds)* (EBX) 
y por tanto, suponiendo dt/ds+0 la condición (37) de que una su- 
perficie sea desarrollable vale para cualquier parámetro. 

29 El plano tangente varía con A. Las normales proyectan la serie 
lineal (TAE) +2 (E/AE) y por tanto forman un haz proyectivo 
con la puntual de los valores de %.. Se tiene así el teorema de Chasles: 
el haz de planos tangentes en los puntos de una generatriz de una super- 
ficie reglada no desarrollable es proyectivo con la serie de los puntos de 
contacto. 

Las superficies regladas no desarrollables se llaman alabeadas. 


Ejemplos: 

1. La superficie engendrada por las normales principales de una curva 
alabeada no es desarrollable. Para verlo, hay que aplicar (37) al caso de ser 
E = N. Teniendo en cuenta la segunda fórmula de Frenet, cs (NN'T) =%, 
expresión que únicamente es nula en el caso de ser 1=0 (curvas planas). 

Análogamente, tampoco es desarrollable la superficie engendrada por las 
binormales, puesto que también (BB'T) =1. 

En cambio, es desarrollable la superficie engendrada por las tangentes a 
una curva, pues (TT'T) =0. 

2. Sea el vector E = cos 9 N + sen 0 B, situado en el plano normal 
de una curva alabeada, Supongamos que 0 varía con el punto de la curva, 
o sea, es 0 = 0 (s). Para que la superficie reglada descrita por la recta de- 
fínida por este vector sea desarrollable debe ser (E ET) =0' + 1=0 y por 
tanto 0 =— JS 1ds +0 


8. Superficies desarrollables. Las superficies desarrollables están 
caracterizadas por la condición (37). Queremos ver cuáles son las 
superficies desarrollables, 
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En primer lugar (37) se cumple para E'=0, o sea E = cte. En 
este caso la superficie está formada por rectas paralelas que se apoyan 
sobre una curva dada; se trata de una superficie cilindrica. 

Supongamos E'0. Puesto que E, E”, T están en un mismo 
plano, se puede poner 
(38) E=aT+PE 
donde a, $ son dos coeficientes, funciones de s, que se pueden de- 
terminar por las condiciones 

a+B(E.T)=E.T , a(T.E)+P=E.E=0 
que dan 


, (E 
re E CER MEE DET) 
1=(E.T)* 1=(E.T)* 

Una curva de la superficie está determinada por una función 
1=1 (s) y su tangente tiene la dirección del vector 

Z7=T+VE+4E 
o bien, según (38) 
Z=(1+%0)T+(V+APE. 

Tomando 2=-=— 1/a se tiene una curva cuyas tangentes tienen la 
dirección de E, o sea, una curva que es tangente a todas las genera- 
trices de la superficie, Esta curva, que vemos es única, se llama arista 
de retroceso de la superficie desarrollable, 

Si además se cumple la condición 1+28=0 6 sea a'—af$=0, 
a, B> dados por (39) , es Z'=0 y por tanto la arista de retroceso se 
reduce a un punto por el cual pasan todas las generatrices, La super- 
ficie es un cono. En resumen: 

Las superficies desarrollables son los cilindros, los conos y las super- 
ficies formadas por las tangentes a una curva del espacio. 

Recíprocamente, es fácil comprobar que en cada uno de estos ca- 
sos se cumple la condición (37). 


EJERCICIOS 


_ 1. Demostrar que las normales principales de una hélice circular cortan 
siempre al eje de la misma. 


2. Hallar el lugar geométrico de los centros de curvatura de una hélice 
circular, 

3. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que una curva 
sea plana es que su torsión sea nula, 

. Demostrar que si € es una cuerda y s el arco correspondiente de una 
curva, es lím (* — 2*)/* =x%/12 (para s>0). 

5. Hallar el centro y el radio de la esfera osculatriz de la hélice circular. 

6. A partir de un punto O de una curva, se toman las cuerdas OA = €. 
OB= «, (a uno y otro lado de O). Siendo AB= ca y representando por T 
el área del triángulo OAB, probar que para 61,02, 4>0, es lim(a0a/T? 
=40, siendo e el radio de curvatura en O. 

7. Siendo T, N, B los versores tangente, normal principal y binormal 
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de una curva del espacio, hallar la curvatura y la torsión de las curvas T=T(5, 
o N (0), B= B(s) y comprobar en cada caso que se cumple la condición 
de 

'8. Demostrar que, excepto el caso de las curvas planas, no existen Curvas 
cuyas tangentes corten todas a una recta fija. Estudiar el mismo problema para 
las normales y binormales, 

9. Hallar las rectas que pasan por los puntos de una curva dada, están 
contenidas en el plano rectificante correspondiente a cada punto y describen su- 
perficies desarrollables, 

10. Demostrar que los ejes de curvatura de una curva (rectas normales al 
plano osculador por el centro de curvatura) describen una superficie desarrolla- 
he, cuya arista de retroceso es la curva descripta por el centro de las esferas 
osculatrices. 

11. Demostrar que si los segundos miembros de las ecuaciones paramétri- 
cas a “de una curva son polinomios en £ de grado no superior a dos, la curva 
es plana. 

12. Si un punto P situado sobre una tangente variable a una curva €, 
describe una curva CU, que en cada punto es normal a la tangente correspon- 
diente, la curva C se dice que es una evoluta de C, y ésta una evolvente de 
€. Demostrar que en este caso el segmento de tangente comprendido entre P 
y el punto de contacto es igual a A + s, siendo s el arco de C y 2% una 
constante, 

. Sea A un campo de vectores y representemos por T,N,B alos 


versores” fundamentales. de sus líneas de campo. Poniendo a =|Al y 
a = T.rot T, demostrar las siguientes fórmulas: 
Aurot A 


= " , divA=T.Ya +adiv T, 


da da 
A 
dB d) 


siendo x la curvatura de las líneas de campo. 


26. APLICACIONES AL ELECTROMAGNETISMO 


1 Las ecuaciones de Maxwell. La teoría del electromagnetismo 
se basa en la existencia simultánea de dos campos: uno de vectores, lla- 
mado campo eléctrico E, y otro de pseudovectores, llamado campo 
magnético MH. Estos campos no son independientes, sino que están su- 
jetos a ciertas condiciones y relaciones mutuas que constituyen las Ma- 
'madas ecuaciones de Maxwell, 

Las condiciones que cumple el campo eléctrico E son: 

a) Dentro de ciertos cuerpos, llamados conductores, y en el caso 
estático (invariable con el tiempo), el campo eléctrico es nulo, E = 0. 
En la superficie de estos cuerpos, E es normal a la superficie. 

b) Dentro de los restantes cuerpos, llamados no conductores o die- 
léctricos, si son isótropos, el campo eléctrico toma el valor D = ¿E 
siendo e una constante característica de la sustancia que forma el 
cuerpo, llamada constante dieléctrica. Si no son isótropos, como en los 
medios cristalinos, E y D no tienen la misma dirección; la relación 
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que los liga es D = E + 4xP, siendo P el vector llamado “polari 
zación” del dieléctrico, En ambos casos D es el llamado vector des. 
plazamiento eléctrico, 

c) Si las cargas eléctricas están distribuidas en el espacio con una 
densidad e (es decir, si en el volumen Av está contenida la carga 
Ag, es e ji (Ag/Av)) , se cumple la relación 

90 


(1) divD= 4x0 
donde el factor 4x aparece como consecuencia de las unidades elegidas 

El campo magnético es un campo de pseudovectores H que satis. 
face las siguientes condiciones: 

a) No existen cuerpos conductores para H. 

b) Dentro de la materia, el campo magnético toma el valor 
B = pH, siendo u una constante característica de la sustancia, lla 
mada permeabilidad magnética. El vector B se llama inducción mag- 
nética. 

c) No existen cargas magnéticas, de manera que la ecuación aná» 
loga a la (1) es ahora 
(2) divB=0. 

Las relaciones anteriores se refieren a los campos estáticos, inde. 
pendientes del tiempo, En el caso de campos variables, dentro de los 
conductores se puede originar una corriente eléctrica, caracterizada por 
un vector 1 que se relaciona con el momentáneo campo eléctrico E 
por la ecuación 
(3) I=gE. 

La constante y depende del conductor y se llama conductividad 
específica; el vector 1 recibe el nombre de densidad de corriente. 

Además de las relaciones (1) y (2) que cumplen los campos E y 
H por separado, hay otras que los ligan entre sí y que han sido ob- 
tenidas como resultado de hechos experimentales. Ellas son 


(4) mi+2 23 
E DE 
5) a DEAR O 
c 0 c 


dunde € es una constante, que en el sistema de unidades elegido coin- 
cide con la velocidad de la luz. 

Las ecuaciones (1) , (2), (4) y (5) son las llamadas ecuaciones 
de Maxwell, fundamentales para el estudio de las propiedades electro- 
magnéticas de los cuerpos en reposo, 

Diferenciando (1) respecto de £ y tomando la divergencia de (5) 
resulta la ecuación de conservación de la carga eléctrica, a saber: 


de 
6 dv1+ =p, 
5 a 
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En el vacío, suponiendo la constante dieléctrica y la permeabilidad 
magnética iguales a la unidad, las ecuaciones de Maxwell toman la 
forma 
(7) div E=4x0, 

(8) 
(9) 


(10) 


Estas ecuaciones tienen como consecuencia que los dos campos E 
y Hno pueden ser del mismo tipo, Si E es un vector, sabemos que 
rot E es un pseudovector y por tanto (8) nos dice que H debe ser un 
pseudovector, pues la derivación respecto de £ no influye en la manera 
como se comportará por un cambio de coordenadas. Por otra parte, 
siendo H un pseudovector, rotH será un vector y por tanto, según 
(10), también E e I son vectores. 


Podría considerarse invertido este temperamento, considerando a H 
como un vector y a E e 1 como pseudovectores, pero por costumbre 
se toma el primer caso por parecer más de acuerdo con la realidad. 

Toda la teoría del electromagnetismo puede edificarse a partir de 
las ecuaciones de Maxwell, Desde nuestro punto de vista, solamente 
interesan algunas consecuencias que pongan de manifiesto la utilidad del 
cálculo vectorial, Supondremos, para simplificar, estar en el caso del 
vacío o sea del sistema último, lo cual, por otra parte, no restringe mu- 
cho la generalidad en los problemas particulares que vamos a considerar, 


Ejemplo: 


Supongamos un conductor rectilíneo infinito por el cual circula una co- 
rriente de intensidad ¿. Sila sección recta del conductor es o, la intensidad j 
(cantidad de electricidad que atraviesa la sección por unidad de tiempo) es 
el módulo de lo, siendo 1 el vector densidad de corriente que aparece en 
la ecuación (10). Siendo el campo estacionario es E =cte. y la ecuación (10) 
nos dice entonces que se creará un campo magnético (efecto de Oersted) y que 
el conductor, suponiéndolo de sección suficientemente pequeña, es una línea de 
torbellino del mismo. 

Por tanto, según la ley general de Biot y Savart (23.6) el campo mag- 
nético será, en cada punto, normal al plano determinado por el punto y el 
conductor. En cuanto al módulo h de este campo magnético, puede deter. 
minarse por la ley de Biot y Savart, o bien observando que a lo largo de 
una circunferencia normal al conductor, siendo h constante por razón de si- 
metría, la circulación vale 2x hr (siendo r el radio de la circunferencia). 
Pero esta circulación, según el teorema de Stokes, es también igual al flujo del 
rotor a través del círculo limitado por la circunferencia considerada, que según 
(10) vale (4x/c) 5. 


Por tanto 2 
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2. Potencial escalar y potencial vector del campo electromagnético. 
De la ecuación (9) y el teor. 4 del apartado 23 se deduce que existe 
un vector A, llamado potencial vector, tal que 


(11) H=rtA. 
Con esto, la ecuación (8) se escribe 
1 2A 
(12) ma (1 2) 0. 
c 0 


En consecuencia, el teor. 2 del apartado 23 nos dice que existe 
una función q, llamada potencial escalar, tal que 


(13) E+——=- VQ 
c 0 
con lo cual las ecuaciones (10) y (7) se pueden escribir, respectivamente, 
AE AA 4x 
rot rot A+ += Vs — —1=0 
ee c c 
1x6) 1 as 
Ap +— div — =—4x0 . 
C de 


Al vector Á se le puede agregar un gradiente arbitrario sin que 
deje de satisfacer a la condición (11) (puesto que rot grad = 0) . Con- 
viene determinar este gradiente por la condición de que se cumpla la 
llamada condición de Lorentz, 


10 
ivA+=—=0. 
(15) div ET 
Con esto, las ecuaciones (14) se escriben 
174 4xa 
A E 
EA e ae c 
1 
> A LO =-—4x0 
Ari i > 


que son las ecuaciones de los potenciales A, q. 


La solución de los sistemas de ecuaciones (16) puede ponerse en una 
forma muy parecida a la del caso de campos estacionarios que vimos en 23.4. 
En efecto, se puede demostrar que la solución es, respectivamente, 


(17) A(P,1) e dra 


r 
y r/c 
(13) er = PLA a, 
€ r 
donde r es la distancia |PQ|, los elementos de volumen se suponen en el 
punto Q y las integrales están extendidas a todo el espacio, 
Obsérvese que los valores de 1 y de 0 en el punto Q hay que to- 
marlos, no en el instante f, sino en el instante anterior f — r/c, con lo cual 
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los efectos del campo en Q, siendo su velocidad de propagación igual a €, 
llegan a P justo en el instante t. Por esta razón, Á y q se llaman po- 
tenciales retardados. 


3. Energía del campo electromagnético. Vector de Poynting. La 
energía del campo eléctrico debe ser un escalar siempre positivo. El más 
inmediato es el cuadrado del módulo E*. Por esto es natural, y física- 
mente se comprueba que así debe ser, tomar este escalar como energía 
del campo eléctrico, Por comodidad de unidades se toma (1/80) E*. 
Más exactamente, este valor es la densidad de energía, entendiendo por 
ello que la energía contenida en un elemento de volumen dv del es- 
pacio es (1/81) E* dr. 

Análogamente, la densidad de energía del campo magnético es 
(1/87) HP. 

Por adición, resulta que la densidad de energía del campo electro- 
magnético es 


(19) .=— (E:+H) e 
8x 


Interesa ver cómo varía con el tiempo la cantidad de energía con- 
tenida en un volumen V limitado por una superficie cerrada 5. De- 
bemos calcular 


a 
(20) SS = eS armo del 
- 


Y 
De las ecuaciones de Maxwell, multiplicando (8) por H, (10) 
por E y restando, teniendo en cuenta la relación 16.19 resulta 
H.H, +E.E,=- c div (EAH) —4xE.1. 
y por tanto, sustituyendo en (20) y aplicando el teorema de Gauss 


0 c 
A fx =-f nm do+ fELd 
v Ll v 


siendo N el vector normal a la superficie $. 

La última integral en (21) corresponde a la llamada energía ter- 
moquímica, que se traduce en generación de calor en el volumen Y. 
La primera integral es el flujo del vector (c/4x) E AH a través de 
S. Este vector, que vemos representa la densidad de flujo de energía 
a través de úna superficie cerrada, se llama vector de Poynting. 


4. Ondas electromagnéticas. Supongamos el vacío o un dieléctrico 
homogéneo e isótropo, sin cargas ni corrientes. Suponiendo también, en 
este último caso, que la constante dieléctrica y la permeabilidad mag- 
nética son iguales a la unidad, tendremos las ecuaciones (7) a (10) en 
las cuales será ahora e =0, 1=0. Quedará por tanto 
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Ñ 10H 

(22) divE=0 3 (23) E+ 7 =0; 
7E 

A E A ES E 
e..06 


Eliminando de estas ecuaciones el vector H, para lo cual basta 
tomar el rotor en (23) y tener en cuenta (22) y la ecuación que resulta 
al derivar (25) respecto de £, resulta 


1PE_ 
(26) AE ET o. 
Análogamente, eliminado E se obtiene 
EPA 
(27) AH Sa 


Los dos campos E, H satisfacen por tanto a la misma ecuación 
diferencial, que es la llamada ecuación de las ondas. 

Ejemplo: 

Consideremos el caso de ondas planas que se propagan perpendicularmente 
al eje x. Ello equivale a suponer que los campos son sólo funciones de x 
yde t, ose, E=E(x,t), H = H(x,t). Pongamos 
(28) ESEIF+EJ+4¿EK , H=H14H.J + HK 

Siendo las componentes de E y H sólo funciones de x, tf las ecua= 
ciones (23), (25) dan, respectivamente, 9H,/0£=0, 9E,//2£=0, Por otra 
parte, las ecuaciones (24) y (22) dan 3H/0x=0, 9E,//0x=0. En conse- 
cuencia Es, H, son constantes; su efecto sobre el modo de propagación es nulo, 
por lo cual se puede poner E, =H,=0. 

Vamos a limitarnos todavía a la solución particular para la cual es E,=0. 
Entonces las ecuaciones (24) y (23) dan 9H,/0x=0, 0H,/0t=0, es de- 
cir, Hy=cte, 

La segunda componente de la ecuación vectorial (26) se escribe 

PE, 1 “E 
ie ee 
que es la clásica ecuación de “la cuerda vibrante”, cuya solución general se sabe 
que es 
(29) E=h(x—ct) +f(x+0ct) 
siendo f,, fa dos funciones arbitrarias de los argumentos x — ct, x + ct. 
Análogamente, la tercera componente de la ecuación (27) da una ecuación de 
la misma forma, cuya solución general será 
(30) H=g(r—ct)+al(x+0ct). 

Para ver las relaciones entre las cuatro funciones fi, fa, £1, £s escribamos 
la tercera componente de las ecuaciones (23) y la segunda de las ecuaciones 
(25) . Resulta, respectivamente, 

—=a+a+h+fi=0 
R—f=g—ga=0 


=0 


de donde 
(31) H=g , fi=-8. 
Por consigulente, una solución particular de las ecuaciones de Maxwell 
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en el caso considerado (tomando el valor constante de Hz y las constantes de 
integración en (31) iguales a cero) es 
(62) E=[A(*—-c) +%f (++01)]J, H=[f (+— ct) — h(++0t)] K. 


Si se hubiera supuesto E, = 0, Ha = 0 se hubiera obtenido una solución 
análoga, de la misma forma, pero con los vectores E, H permutados. Obsérveso 
que en ambas soluciones los vectores E y Hi resultan perpendiculares. 

Este tipo de ondas, que se trasladan a lo largo de un eje (en el caso anterior 
el eje x) pero tienen sólo componentes normales a la dirección de propagación, 
se llaman ondas transversales. 


EJERCICIOS 


1. Probar que las ecuaciones de Maxwell para el caso (22) a (25) en 
que no hay cargas ni corrientes, se satisfacen poniendo 


ani ey acaso 
= gra AS E Ea riilabs 
Aia TT AE] 
siempre que V (vector de Lorentz) cumpla la condición 
1 Py 
CA E 
pap? 


2. Sea S un casquete de superficie limitado por la curva T' y N su 
versor. ¡normal en cada punto, Probar que la ecuación (8) de Maxwell se puede 
escribir en forma integral de la siguiente manera 


22 f mnao = S E.T ds 
ec e r 


es decir, la circulación de E a lo largo de T' es proporcional a la variación 
del flujo de H a través de S (ley de inducción de Faraday). 

3. Probar que el vector de Poynting es un vector, no un seudovector. 

4. De la ecuación (7) deducir que el flujo eléctrico a través de cualquier 
superficie cerrada es igual a 4x por la carga total contenida en el interior de 
la superficie (ley de Gauss). 

5. Si se suponen varias cargas eléctricas qu (i= 1,2, ...,m) colo- 
cadas respectivamente en los puntos P4, el campo eléctrico por ellas creado 
es igual a 


a 
siendo X, el vector de origen Ps y extremo el punto donde se considera el 
campo y rs el módulo del mismo. 

Probar: a) Que fuera de los puntos P+ se satisface la ecuación div E = 0; 


m 
b) Que es E= — Yo siendo p = Y qu/ri (potencial electrostático). 
1 


6. Sea q una carga eléctrica situada en el punto X y —4 otra en el 
punto X + Adh, siendo A el versor que indica la dirección de la recta que 
une las dos cargas. El potencial en el origen de coordenadas debido a la pri- 
mera carga es q/r y el debido a la segunda — q/(r + dr), siendo r=|X] 
y por tanto 
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dr =|X + Adi] —|X!I= di 


(A.X) 
r 


despreciando los infinitésimos de orden superior respecto de dh. 
Por tanto el potencial conjunto vale 
qadr  q(A.X)dk 
= += —_—— 
P P 
dunde también se han despreciado los términos en dY. 

Supongamos ahora que q tienda a infinito al mismo tiempo que di 
tiende a cero, de manera que el producto tenga un valor constante y finito. 
Se tiene entonces lo que se llama un dipolo. Llamando « a este valor finito, 
el vector M=uA es el momento del dipolo. El potencial en el origen se 
expresa entonces por la fórmula 


M.X 
O 
Probar que el campo E =— Yg debido al dipolo vale 
3(M.X) M 
E= X-—- 
P P 


27. APLICACIONES A LA MECÁNICA DE FLUIDOS 


1. La ecuación de continuidad y la ecuación de Euler. Para el 
estudio del movimiento de los fluidos ya vimos que existe la ecuación 
de continuidad 14.17, En una región sin fuentes ni desagiies esta 
ecuación toma la forma 


de 
(1) 3 + Vr ev)=0 


donde e es la densidad y V- el vector velocidad, ambos funciones del 
punto y del tiempo £. 
Siendo (16.16) 
vV.(0V) =V.YVo+01Y.V 
y también (13,27) 


de de % 
= Ve=> E 
A 
la ecuación (1) se puede escribir 
de 
e V= 
2) NA 


que para fluidos incompresibles (e= constante) se reduce a 
(3) V.V=divV=0. 

Otra ecuación importante se obtiene a partir de la ecuación fun- 
damental de la dinámica, fuerza = masa X aceleración, que llamando 
F a la fuerza y M= mV al vector cantidad de movimiento (producto 
de la masa por la velocidad), puede escribirse 
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(4) F==_ 


donde F, M y V son vectores. 
Consideremos, en efecto, un volumen t de fluido limitado por 
una superficie S. Las fuerzas que actúan sobre el mismo son de dos 


clases: 


a) Las fuerzas externas, cuya intensidad por unidad de masa re- 
presentaremos por G. En consecuencia, sobre el volumen 1 el valor 
total de estas fuerzas será fe G dr, siendo e la densidad y por tanto 
0dt el elemento de masa. 


b) La presión, que actúa sobre la superficie y hacia el interior. 
Representando por fp N do la componente de esta presión según la nor- 
mal N, correspondiente al elemento de superficie do, la resultante 
total, teniendo en cuenta que actúa hacia el interior del volumen y que 
N se considera siempre orientada hacia el exterior, será —SfpNdo, 
que según la fórmula de Gauss (21.10) puede escribirse 

=$ 7 pdr 
. 


La suma de esta fuerza con la resultante de las fuerzas exteriores 
es la fuerza total F' que actúa sobre el volumen considerado. Por otra 
parte, la cantidad de movimiento total es la integral de eV dr (pues 
edr es el elemento de masa), de manera que la ecuación fundamen- 
tal de la dinámica (4) se escribirá 


(5) ¿e Jova= foca foo. 


r 7 

En el primer miembro el producto 0 dr es el elemento de masa, 
que no depende del tiempo, de manera que sólo hay que derivar la 
velocidad V. Por otra parte, puesto que la igualdad (5) vale para 
cualquier volumen 1, debe valer la igualdad entre los integrandos, 
resultando en definitiva 


(6) A O 


Como V puede ser función no sólo del punto x, y, z sino tam- 
bién del tiempo t, el primer miembro puede sustituirse por 


dv ov A . 
a PEN 
que puede escribirse 
dav _ av 
7 —=>—+(V. vv 
(0) dí AS 


puesto que x, yz son las componentes de V. 
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Queda así la llamada ecuación de Euler del movimiento de los 
fluidos 


av 1 
(8) + (V-V)V=G--VP: 


Un movimiento se llama estacionario cuando V no depende de £ 
y por tanto la primera derivada parcial de la ecuación anterior des- 
Aparece. 

La ecuación vectorial (8) equivale a tres ecuaciones escalares, que 
junto con la ecuación de continuidad constituyen las cuatro ecuaciones 
fundamentales del movimiento de los fluidos, Además de estas ecua- 
ciones de carácter mecánico hay una relación dada por la termodiná- 
mica que expresa Q como función de fp. Se tienen así cinco ecua- 
ciones para determinar las cinco magnitudes que caracterizan el movi- 
miento del fluido, a saber: las tres componentes de la velocidad V 
la presión p y la densidad e. 


2. Otras formas e integrales de la ecuación de Euler. Si las fuer- 
zas exteriores derivan de un potencial 1), o sea, existe una función «y 
tal que G=— Vw (se dice también que el campo de fuerzas exte- 
riores es conservativo), la ecuación de Euler se puede escribir 
(9) Tvn vr vy+lvs= o. 


o también, teniendo en cuenta (7), 
(10) Toy O 


Por otra parte, la ecuación 16.25 aplicada al vector velocidad V 
y poniendo v= |V|, se escribe 


SV 9=(V.w) VA VA(YAV) o 
con lo cual (9) toma la forma 
(11) Tv va (va v) + v9+l Vp=0: 


Consideremos el caso en que YA V= AT llamado caso 
irrotacional. Entonces, según el teor. 2 del apartado 23, existe una fun- 
ción «p (potencial de velocidades) tal que V = Vg y la ecuación 
(11) toma la forma 


(12) o (Dazor+y)+ vo - o. 


Esta ecuación vectorial equivale a tres ecuaciones escalares, la pri- 
mera de las cuales es 
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or 2 

y las otras dos son da análogas, con las derivadas parciales respecto 
de y,z en vez de x. De estas ecuaciones se deduce, por integración 
y suponiendo que e es sólo función de fp, 

a 
(13) O 
siendo «a (t) una función arbitraria, Ésta es la llamada ecuación de 
Bernoulli, que para un fluido incompresible (9=cte.) y en movi- 
miento estacionario (todas sus características independientes del tiempo), 
se escribe 


PE Pp) + zo> o 


1 ME 
(14) A 


Ésta es una relación muy importante, válida en todo instante y 
en todos los puntos del fluido. 

Si se trata de un movimiento estacionario, aunque no sea irrota- 
cional, vale una ecuación de apariencia análoga a la anterior, pero de 
sentido diferente, como vamos a ver. Las trayectorias de las partículas 
del fluido, o sea, las líneas cuya tangente en cada punto es el vector 
welocidad V, se llaman líneas de corriente, Indiquemos por V* al 
versor tangente a estas líneas de corriente (o sea, V*=V/v) . Multi- 
plicando (11) escalarmente por 'V* queda (puesto que por suponer 
el movimiento estacionario es 9V/0t = 0), 


Ve Lv 4 Ve yy + Le. vp=0 


o bien, recordando la definición de derivada direccional (13.5) y su- 
poniendo siempre e = constante, 


1 PNC 
ml(7"+v+2)=0. 


Esta ecuación nos dice que a lo largo de las líneas de corriente es 
1 
(15) ¿U+y+ 2 a 


ecuación de igual forma que la (14), pero en la cual, ahora, no ha- 
biendo hecho la hipótesis de irrotacionalidad, la constante se refiere a 
todos los puntos de una misma línea de corriente, pero puede variar 
de una a otra de estas líneas, 


Aplicación. Supongamos una zona en que Y pueda considerarse 
constante. Entonces, al recorrer una partícula una línea de corriente, 
cuanto mayor sea y menor será la presión f. Por ejemplo, si una 
misma cantidad de fluido se mueve a través de caños de distinta sec- 
ción, al disminuir ésta aumentará la velocidad (pues debe pasar la mis- 
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ma cantidad de fluido por unidad de tiempo en todas las secciones), 
y el resultado (15) nos dice que disminuirá la presión. Esta propie- 
dad es utilizada en ciertos aparatos (como los tubos de Pitot o Ven- 
turi) para medir la velocidad de un fluido mediante la medida de una 
diferencia de presión, 


3. Torbellinos. En el movimiento de un fluido las velocidades Y 
del mismo en cada punto forman un campo de velocidades, campo en 
general variable con el punto y con el tiempo. A partir de V se puede 
definir en cada punto el vector 
(16) U=vVAV=rot V 
llamado vector torbellino. El conjunto de todos estos vectores forma un 
campo de torbellinos (22.3). 

Consideremos una curva cerrada IP” que sea contorno de un cas- 
quete de superficie S. Según el teorema de Stokes la circulación del 
vector velocidad a lo largo de ' puede expresarse por cualquiera de 
las dos integrales 
(17) 1=/V.T4:=/fUN do. 

8 


Siguiendo el movimiento del fluido, la curva T' se irá desplazan- 
do y, en general, deformando con el tiempo. Sin embargo, en ciertas 
condiciones, la circulación y permanece constante. Ello es lo que ex- 
presa el siguiente teorema de Lord Kelvin: 

'Tror. 1: Si en el movimiento de un fluido el campo de fuerzas 
exteriores es conservativo y la densidad o es solamente función de la 
presión p, la circulación de la velocidad a lo largo de una curva ce- 
rrada cualquiera TV es independiente del tiempo, cuando Y se des. 
plaza siguiendo el movimiento del fluido, 

Bastará demostrar que la derivada de y respecto del tiempo t 
es nula. Se tiene 


dy dv dT 
18 —=|—=T¿ + [va 
18) de de y de 
Tr E 
En la segunda integral, puesto que el versor tangente T es dP/ds 

siendo P el punto correspondiente de T', puede ponerse 

dT d (ar d (dP dv 
(19) ==(—]==e (== )= == 

de dtN ds ds N de ds 
y Por tanto el integrando resulta ser Y4d(V?), que integrando a lo 
largo de una curva cerrada es cero, por ser una diferencial exacta. 


En cuanto a la primera integral, aplicando la ecuación de Euler 
en su forma (10), se tiene 


dv i 1 y 
SH ras f(v0 +5 v0) Tas. 
T r 
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Pero, según la definición de gradiente, es Vwy.T ds = dy y por con- 
siguiente la integral de esta expresión sobre I' es nula. Queda así, 
finalmente, el término Y p/e que nos da 


(20) AS 
de e e 
r r 


Hasta aquí hemos utilizado solamente la hipótesis de ser el campo 
de fuerzas exteriores conservativo. Si, además, es € solamente función 
de fp, la última integral a lo largo de un contorno cerrado es nula 
y el teorema queda demostrado, 

Una consecuencia de este teorema es que si el movimiento em- 
pieza del reposo o de un movimiento irrotacional, seguirá siendo irro- 
tacional en todo instante ulterior, Es decir: 

Corozarro: Bajo las condiciones del teorema de Lord Kelvin, no 
pueden producirse ni destruirse torbellinos en el fluido, 

En efecto, si se produjeran torbellinos, habría una superficie con 
un cierto flujo de los mismos distinto de cero, y por tanto la circula- 
ción sobre su contorno sería también distinta de cero, lo cual obligaría 
a que lo mismo sucediera en todo instante anterior, 

Si no se impone la condición de que e sea solamente función de 
p (pudiendo ser, por ejemplo, también función de la temperatura, co- 
mo ocurre en meteorología), la circulación varía con el tiempo t, pero 
puede darse una fórmula simple para esta variación. En efecto, apli- 
cando al segundo miembro de (20) el teorema de Stokes, queda 


dr _ vo 
(21) qe fra Ln do 
A 


siendo S cualquier casquete de superficie cuyo contorno sea P. 
Según 16.17 es 
v 1 
PAS 
o o 
y por tanto queda 


d 1 
(22) flo. vo. 8) de: 
Ll 


Si e es sólo función de fp el producto mixto aparece con dos 
factores proporcionales y por tanto se anula, resultando de nuevo el 
teorema de Lord Kelvin. 

En 22.3 se definieron las líneas y tubos de torbellino, dando al- 
gunas de sus propiedades que son generales para cualquier campo de 
rotores. Para el caso particular de los campos de velocidades y tor- 
bellinos del movimiento de un fluido, el teorema de Lord Kelvin per- 
mite deducir otras propiedades de dichas líneas o tubos. 
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Por ejemplo, vamos a demostrar que en el movimiento de un tubo 
de torbellino, al describir las partículas que lo componen el movimiento 
del fluido, seguirán formando en todo momento un tubo de torbellino. 
En efecto, la circulación de cualquier curva cerrada sobe el tubo, que 
limite un casquete de superficie, por el teorema de Lord Kelvin será 
siempre nula; ello obliga a que la superficie sea en todo instante tan- 
gente a los vectores U correspondientes a cada uno de sus puntos, 
Puesto que en caso contrario, tomando una curva suficientemente pe- 
queña alrededor del punto para el cual U no fuera tangente, según 
(17), sería y 0. Esta propiedad demuestra el enunciado, 

Si se trata de una línea de torbellino, considerándola como inter- 
sección de dos tubos de torbellino, resulta que lo seguirá siendo en todo 
instante. En resumen, se tiene: 


Tror, 2: Las partículas que en un instante dado forman una línea 
o un tubo de torbellino siguen formándolo en cualquier instante sucesivo. 


Esta propiedad de las líneas y tubos de torbellino, así como las 
de 22.3 fueron puestas de manifiesto por Helmholtz. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si para un fluido la densidad es función de la presión, 
únicamente puede haber equilibrio si las fuerzas externas derivan de un po- 


2, Demostrar que si en un fluido en equilibrio las fuerzas exteriores de- 
sivan de un potencial, las superficies equipotenciales coinciden con las de igual 
presión. 

3, Siendo G la resultante de las fuerzas exteriores que actúan sobre un 
fluido por unidad de masa y Q la densidad, demostrar que una condición ne- 
Cesaria para el equilibrio (velocidad nula) es rot (9 G) = 0. 

4. Demostrar que de la condición de equilibrio del problema anterior se 
deduce que también debe cumplirse la condición G.rot G = 0. 

5. Un fluido incompresible está sujeto a la fuerza exterior G=(2x— 
—y) 1—xJ + e*K. Suponiendo que esté en equilibrio y que en el origen de 
coordenadas la presión sea nula, hallar la presión en cada punto. 

6. Supongamos un flúido para el cual se cumplan las siguientes condicio» 
nes: a) la densidad es función de la presión; 5) las fuerzas exteriores derivan 
de un potencial; c) en un instante dado existe un potencial de velocidades. 
Demostrar que en todo momento seguirá existiendo un potencial de velocidades. 

7. Probar que la velocidad 'V en un movimiento estacionario de un 
fluido incompresible, cuyas fuerzas exteriores deriven de un potencial, cumple 


la condición 
(rot V. Y.) V— (V.Y) rotV=0. 
8. Probar que para un fluido incompresible se cumple siempre la ecuación 


¿rot V 
= = (rotV.Y) V + r0tG. 


9. Supongamos un depósito lleno de un líquido incompresible que se 
mantiene a una altura h constante, a pesar de tener en el fondo (que se su- 
pone horizontal) un agujero por el cual el líquido sale a una velocidad Vs. 
Se pide: 1%: Comprobar que el teorema de Bernoulli da en este caso 
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1 
¿+ mc 


siendo g la aceleración de a gravedad, E la presión y z la altura sobre la 
base; - Determinar el valor constante de esta expresión para el caso de una 
partícula situada en la parte superior del líquido y deducir de ello la fórmula 
v*= 2 gh (teorema de Torricelli). 


28. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO VI 


1. Funciones de Bessel y de Legendre. La ecuación de Laplace Ap = 0 
desempeña un papel importantísimo en toda la física matemática, El estudio 
de sus soluciones para casos particulares en que se supone cierta simetría en 
las mismas (soluciones elementales) ha dado lugar a la introducción de fun- 
ciones especiales que vamos a mencionar, 

Soluciones con simetría cilíndrica: funciones de Bessel. En coordenadas 

r,Q,z es 


1 1 

(Mm AD = Que + 7 Or +3 aa + 0 =0 + 

Si se buscan las soluciones de la forma p = f(r) g(a) h(2), con la 
condición de que g (a) tenga el período 2x (simetría cilíndrica), se encuen» 
tra que (1) se satisface para g” +n*"g=0 (n entero) y h” —m'h=0, 
cuyas soluciones son 
(2) g=acona+bhsnna , h=«acohmz-+ brsenhmz 
donde as, bs, 1, ba son constantes de integración. Con esto se obtiene para 
f la ecuación 


) r+lr+ (m-Z)o=o. 
r r 


Ésta es una ecuación de Bessel, Cuya solución general se expresa mediante 
las Mamadas funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden n en 
la forma 
(4) f=al(mr) + bYa(mr) . 

Las funciones de Bessel han sido tabuladas y se opera con ellas según 
ciertas reglas de tipo análogo a las elementales y clásicas de las funciones cir- 
culares e hiperbólicas. Como fórmulas importantes podemos mencionar; 


(5) 7) =) AAA 0 a605 LALO LAN) 
Ea il(n+3)1 ve sen yx 


y las de recurrencia 


2.74 (x) = Jas (x) — Jaratx) , = h(x) = 1(x) + Jos (x) 


(6) : 2 
10) Y) Y 0H) = E 
donde los acentos indican derivadas. 
Soluciones con simetría esférica: funciones de Legendre. En coordenadas 
esféricas, a ecuación Ap= pa equipale a 


(m + a LI 7 e ag =0 
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Busquemos las soluciones de la forma q =f(e) g(0) h(a). Se en- 
cuentra que la ecuación (7) se satisface si 


(6) e (éfY=.e 

(9) HF+mh=0 

(10) A O +e=0 
gsen0 sen 0 


donde mm, c son constantes. Las soluciones de (8) y (9), poniendo e = 
=nm (n +1), son 

(11) f=af+bo , h=acomp + bisenmo 

donde a, b, as, bi, son constantes de integración. Para la ecuación (10) es 
cómodo poner y = cos O con lo cual resulta 


d de m 
(12) Hla=.w £] [> 1) = =0. 
-7 (1) me +|n(2 +1) e 
Si m <n esta ecuación admite como solución particular la función 


d' 
(13) Posa (1) = (1 12)" — Po (u) 
dy 


donde Ps (1) son los llamados polinomios de Legendre, que pueden definirse 
por el desarrollo (£< 1) 


(14) z 


=14PtHc Pai 


14 
_—— (e 1)". 

A 

_Los Pam son las Mamadas funciones esféricas o funciones de Legendre 
asociadas, Para los primeros valores de 1, n. se tiene 


(15) Pr= 


1 1 
PAS EAS SA (54-34), 


1 
Po= y (05 pt — 30449) y 02. 
y para las funciones esféricas 
1 
Po =P =P = (1 IP PS ID, 


Pas = 34 (1 — PP, Pa=3(1=W),... 
Unas relaciones importantes entre los polinomios de Legendre son 
1 


fraran=o (man) o; Srran= 
% 


2 
241 


El estudio de estas y otras funciones especiales, de continua utilidad en 
muchos capítulos de la física matemática, puede verse en tratados especiales, 
como son: G. WATSON, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge, 
1944; R. WeyricH, Die zylinder Funktionen und ihre Anwendungen, Berlín, 
1937; E. W. Hosson, The theory of spherical and ellipsoidal harmonics, Cam- 
bridge, 1931; R. Couranr y D. HiLperT, Methods of Mathematical Physics, 
Nueva York, 1953, vol. L. 


224 


28. Notas Y COMPLEMENTOS DEL CaríruLO VI 


2. Movimiento relativo, Consideremos, como ejemplo de aplicación de los 
vectores a la mecánica, el caso del movimiento de un cuerpo alrededor de un 
punto fijo O. Sean 1, J,K los versores fundamentales del sistema de coor» 
denadas unido «1 cuerpo móvil; estos versores serán funciones del tiempo É. 
“Veamos de calcular las derivadas Y”, J', K'. Poniendo ' =0.1 4 BJ a yK 
y multiplicando sucesivamente por 1, J, K resulta a =0, $ =1.J, 
y = T'.K. Por otra parte, derivando las relaciones 


P=P=K=1, IJ=1IK=JK=0 


resulta 

IE A s YJ41J 

con lo cual, poniendo 

(16) a=K. =-JK',b=K'.I=-K.I',c=1.J=-1.J 


resulta $ =<, y =—b. Tenemos aí P=cJ —¿K, 


Siguiendo un camino análogo para determinar J' y K' se llega al re- 
sultado 


(17) 


T= cJ-¿K 
Y =-cI4aK 
K'= bI-aJ 
que son las fórmulas fundamentales del movimiento alrededor de un punto fijo. 
Los coeficientes a, b,c, funciones de £, determinan completamente el mo- 
vimiento. Dado un punto X, = x+1 + y] +zK, invariablemente unido al 
cuerpo móvil, su velocidad en el instante t (velocidad instantánea) será 
(18) Xy =xw1 +» +42K'= (—cy + bz) 14 (0x0 — 02) ] + 
+ (—-bx+ay) K 

la cual será nula para valores de xs, Jo, ze proporcionales a a,b, 0. Es de- 
cir, los puntos de la recta que pasa por O y que contiene el vector 
(19) D=al+bJ4+cK 
tienen su velocidad instantánea nula, Por esto, al vector D se le llama vector 
rotación instantánea (o también vector de Darboux). Utilizando este vector, 
la velocidad Xy” se puede escribir 
(20) X'=DAX.. 

La aceleración será 
(21) X”"=DAX4+D>X'=D'4X,+D 0 (D * Xo) 

Supongamos ahora un punto X =x1 + y] + zK. cuyas coordenadas 
sean también funciones de tf, o sea, un punto que se mueva relativamente 
a los ejes 1, J,K. Su velocidad absoluta o total será 
(22) X=Y14+yJ]+7K4x8 49 4:K=V.+DpAX 
siendo 
(23) Vo=xYI1+yJ4XK 
la velocidad relativa de X. El sumando restante DAX, según (20) es la 
velocidad de arrastre debida al movimiento de todo el sistema móvil. 

Para la aceleración se tiene 
(24) X"=A+2DAVW,+D'AX+DpAX 

=A+2DAV.+D A (DAX) +4 DAX 


donde 
=x" 1I4+y"J+2" K es la aceleración relativa, 
(25) DA(DAX)+4+ D'2X, según (21) es la aceleración de arrastre, y 
2D A V, es la llamada aceleración de Coriolis. 
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Ejemplo: 

Movimiento de un punto sobre la superficie de la Tierra. Vamos a aplicar 
las fórmulas anteriores al caso del movimiento de un punto sobre la superficie 
de la Tierra, 

Tomemos el origen de coordenadas en el centro de la Tierra y el versor K 
en la dirección del Polo Norte, Sean l,, Ja dos versores ortogonales fijos en 


Figura 92 


el plano del ecuador e 1, J los mismos versores en el instante £, después de 
girar la Tierra un ángulo y (fig. 92). Es 


(26) = h cos p + Jo snp , J=— Íosen q + J, cos y 
y por tanto, derivando respecto de t, 
(27) I=9J , J=-q1 


es decir, comparando con (17), se tiene en este caso 
a=b=0 , e=q! 
y por tanto 
28) D=y9Kk 
siendo q* la velocidad angular de la Tierra en su movimiento de rotación. 
Observemos, además, que el sentido de giro del ángulo p, para cada punto 
excepto los polos, es siempre hacia el Este, 

Apliquemos ahora la ecuación (24). Si se trata del movimiento de un 
punto sometido únicamente a la acción de la gravedad G, la ecuación funda- 
mental de la dinámica, fuerza = aceleración (suponiendo la masa igual a la 
unidad), se escribe 
(29) G=A+2DA V.+DA (DAX) + DAX. 

G es el vector que ya dirigido hacia el centro de la Tierra y cuyo mó- 
dulo es la intensidad de la gravedad g = 9,81 m/seg. El módulo de D, 
según (28), es igual a q” que, teniendo en cuerita que la Tierra tarda un 
día (86.400 segundos) en recorrer el ángulo 2 x, vale y'=7,29 Xx 10%. Dado 
lo pequeño de este valor, en general se puede despreciar en (29) el tercer su- 
mando en que aparece el cuadrado de D. Por otra parte, siendo la velocidad 
de rotación de la Tierra constante es D'=0, con lo cual queda 


226 


28. Noras Y COMPLEMENTOS DEL CapfruLo VI 


G=A+2DAV, 
o sea 
(30) A=G+2V-AD. 

Esto nos dice que el movimiento ocurre como si a la fuerza de la gravedad 
G se le añadiera otra nueva fuerza 2V, A D (fuerza de Coriolis), 

La ecuación (30) es la ecuación diferencial vectorial del movimiento. 
Igualando las componentes de los vectores de ambos miembros se tiene un sis. 
tema de tres ecuaciones de segundo orden con tres incógnitas '(x (f), y (£), 
z (t)) complicado de integrar exactamente, Sin embargo, suponiendo, en primera 
aproximación que V, es la velocidad que se obtendría si el movimiento se 
produjera con la Tierra en reposo, se pueden deducir dos consecuencias no- 
tables: 

a) Para el caso de un punto en caída libre, V. está dirigida hacia el 
centro de la Tierra y por tanto V, A D es normal al plano meridiano del lugar 
y está dirigido hacia el Este. A la fuerza de la gravedad se le suma, por tanto, 
una fuerza horizontal dirigida hacia el Este. De aquí: por efecto de la rotación 
de la Tierra, los cuerpos que caen libremente sufren un desvío hacia el Este, 

b) Para el caso de un movimiento horizontal (por ejemplo el caso de 
los vientos en meteorología), el vector Vr AD está dirigido hacia la derecha 
de V, en el Hemisperio Norte y hacia la izquierda en el Hemisferio Sur. 
Basta observar, para verlo, que en el Hemisferio Norte D está dirigido hacia el 
exterior de la Tierra y en el Hemisferio Sur hacia el interior. En consecuencia: 
por efecto de la rotación de la Tierra, los cuerpos en movimiento horizontal 
sufren un desvío hacia la derecha en el Hemisferio Norte y hacia la izquierda 
en el Hemisferio Sur. 
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TRANSFORMACIONES LINEALES. MATRICES 


29. EL ESPACIO AFÍN DE n DIMENSIONES 


1. Espacios ni-dimensionales. Un punto de una recta queda de- 
terminado por el valor de un solo parámetro: su abscisa o distancia a 
un origen fijo, Lo mismo ocurre para una curva cualquiera, pues sus 
puntos, siendo funciones de un solo parámetro, quedan determinados por 
el valor del mismo, Se dice que la recta y las curvas son espacios de 
una dimensión, ¡A 

Para determinar un punto del plano hay que dar, en cambio, los 
valores de 2 parámetros; por ejemplo, sus coordenadas cartesianas o 
polares. Lo mismo ocurre para cualquier superficie. Para determinar 
un punto sobre la esfera, por ejemplo, hay que dar su longitud y latitud 
geográficas. Se dice, por ello, que el plano y las superficies son es- 
pacios de 2 dimensiones. 

Para el espacio ordinario se necesitan los valores de 3 parámetros 
para determinar un punto; por ejemplo, sus 3 coordenadas cartesianas 
o sus 3 coordenadas polares. Por esto se dice que el espacio ordinario 
es de 3 dimensiones. 

La generalización a un mayor número de dimensiones es comple- 
tamente natural, Se dice que un espacio es de n dimensiones cuando 
para determinar uno de sus puntos hacen falta los valores de n pará- 
metros, llamados coordenadas del punto, y que representaremos por 
Mir Mas +) Mn 

Los espacios de n dimensiones no son creaciones artificiales sino que 
aparecen de manera natural tanto en geometría como en física; veamos algunos 

Ejemplos: 

1. Para determinar una recta del espacio hacen falta 4 coordenadas. En 
efecto, sus ecuaciones reducidas son de la forma y =a4x +b,2=9Px +4 
y para poder escribirlas hacen falta los valores de los 4 parámetros a,b, P,q. 
Por tanto: el espacio ordinario, considerado como conjunto de rectas (se lama 
el espacio reglado), es de 4 dimensiones, 

2. Para determinar una esfera hacen falta 4 parámetros: las 3 coorde» 
nadas x, y, 2 de su centro, más el radio r. Cada esfera se puede por con- 
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siguiente representar por un punto del espacio de 4 dimensiones cuyas coorde- 
nadas sean x5 Xy X=), M2, x= 7. En este caso, x. sólo puede 
variar entre 0 <x <-+ 00. El conjunto de las esferas del espacio ordinario 
es un espacio de 4 dimensiones. 

3. Una cónica del plano queda determinada por 5 parámetros: los coefi- 
cientes de su ecuación general, supuesto que uno de ellos se ha tomado igual 
a la unidad. Por tanto: el conjunto de las cónicas del plano constituye un 
espacio de 5 dimensiones. 

4. Un suceso o hecho físico queda determinado cuando se da el lugar 
en que ocurre (3 coordenadas x, y, z), más el momento o tiempo t en que 
se produce. Para determinar un suceso hacen falta, por tanto, las 4 coordena- 
das *, y, 2, t. Es decir, el espacio de los sucesos o espacio-tiempo de la 
física es de 4 dimensiones. 

5. Supongamos un sistema mecánico con n grados de libertad. Ello 
significa que para determinarlo hay que dar los valores de nm parámetros. Por 
tanto podrá representarse por los puntos de un espacio de n dimensiones, a 
cuyos puntos corresponderán los estados del sistema, Así, un segmento rígido 
móvil en el espacio depende de 5 parámetros (por ejemplo, las 3 coordena- 
das de un extremo y los 2 cosenos directores necesarios para dar su aldea: 
sus posiciones se podrán representar por los puntos de un espacio de 5 di- 
mensiones. 


2. El espacio afín n-dimensional. Para poder estudiar la geome- 
tría de un espacio mediante las coordenadas de sus puntos, hace falta 
que la correspondencia entre los puntos y sus coordenadas sea biunívoca, 
es decir, que el punto determine sin ambigiiedad sus coordenadas y 
éstas el punto. A veces no es posible conseguir esto de una vez para 
todo el espacio, y es necesario dividir éste en pedazos y en cada uno 
de ellos definir coordenadas adecuadas. Por ejemplo, sobre la superficie 
de la esfera no es posible definir un sistema de coordenadas x,, x*z tal 
que a cada punto corresponda un solo par y a cada par x,, x= un 
solo punto. Con las coordenadas usuales, por ejemplo, x, = p = longi- 
tud geográfica, x. = Ú = latitud geográfica, quedan los polos como 
puntos excepcionales, pues para ellos «(p toma cualquier valor. 

Para la recta, el plano y el espacio ordinario existen los sistemas de 
coordenadas cartesianas que tienen la propiedad de que un mismo sis- 
tema vale para todo el espacio, pudiendo las coordenadas tomar todos 
los valores desde —0o a +=, Un espacio en que esto ocurre se llama 
un espacio afín y las coordenadas correspondientes se llaman coorde- 
nadas cartesianas del espacio. Es decir: 

Dr. 1: Espacio afín n-dimensional es el espacio entre cuyos pun- 
tos y los conjuntos de n números reales cualesquiera Xi, X2,..., Xn 
se puede establecer una correspondencia biunívoca. 

Los números x; son las coordenadas del punto, y el dar la corres- 
pondencia significa que se ha dado un particular sistema de coordena- 
das, al que llamaremos cartesiano. 

Los sistemas de coordenadas cartesianas de un espacio afín son in- 
finitos. Cualquier sistema de ecuaciones lineales 
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» 

(1) E 
“. 

tal que 

(2) det (a1y) 0 


determina un nuevo sistema cartesiano xi. En efecto, cumpliéndose 
(2) , el sistema (1) permite calcular las x; a partir de las x;', y por 
tanto la correspondencia entre los puntos del espacio y los valores de las 
xi” será también biunívoca. Se tiene así un nuevo sistema de coorde» 
nadas cartesianas. Las fórmulas (1) son las que dan el cambio de coor- 
denadas. 

Si el cambio de coordenadas conserva el origen, debe ser bi = 0 
y las fórmulas de transformación quedan 


. 
(3) W=2oyx  ((=1,2, 0.) 
- 


que son lineales y homogéneas. Estas transformaciones son las que más 
interesan en cálculo tensorial, 


3. El espacio cuclidiano n-dimensional. Cuando en un espacio 
afín se introduce la manera de medir la distancia entre dos puntos se 
dice que se ha introducido una métrica en el espacio. 

El caso más importante de espacio métrico es el espacio euclidiano 
que vamos a definir. 

La recta, el plano y el espacio ordinario con la definición usual de 
distancia son los espacios euclidianos de una, dos y tres dimensiones res- 
pectivamente. Para la recta, la distancia entre dos puntos de abscisas 
X1, Y está dada por la fórmula d = y, — x,. Para el plano, en un 
sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, la distancia entre dos 
puntos de coordenadas (x,,x»), (Y1, Y2) está dada por la fórmula 

E= (yx) + (9. =%)? . 

Análogamente, para el espacio ordinario y respecto de un sistema 
de coordenadas cartesianas ortogonales, la distancia entre dos puntos 
(41, X2, %0), (Y, Ya, Ya) está dada por 

ES (y — 11) + (ya — 22)? + (ys — 40)? - 

La generalización de esta fórmula de la distancia a un mayor nú- 
mero de dimensiones conduce a la siguiente definición: 

Drr. 2: Un espacio se dice que es euclidiano y de dimensión n 
cuando: 1? Existe una correspondencia biunívoca entre sus puntos y los 
conjuntos (x,, Xz, ..., *n) de nm números reales cualesquiera (o 
sea, es un espacio afín); 2? La distancia d entre dos puntos (xi), 
(01) está definida por la expresión 
(4) E= (y —11)* + (a 2) +... + (9. = 2)? > 

Los sistemas de coordenadas para los cuales vale esta expresión de 
la distancia se llaman cartesianos ortogonales. Para otros sistemas de 
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coordenadas la distancia puede tomar otra expresión. El hecho de 
que el espacio sea euclidiano significa que existe un particular sistema 
de coordenadas (naturalmente no único) respecto del cual la distancia 
entre dos puntos se expresa por la fórmula (4) . 


Por ejemplo, si en el plano referido a las coordenadas cartesianas orto- 
gonales 1, xa se pasa a las coordenadas polares 
» 
al = (24 29 x= arc tg 
2 


la distancia entre dos puntos (x”, x), (y, y) resulta 
P=ri+ y? — 2x1 ya cos (xs — ys) 


que ya no es de la forma (4). En cambio si las nuevas coordenadas están 
dadas por 
4 =P AIDA, men + xs cos q + b 

con a, b, p constantes cualesquiera, la distancia sigue estando dada por 
P= (yn — 1) + (911 — 21)”, es decir, el nuevo sistema es también car- 
tesiano y ortogonal. En el apartado 32 veremos las condiciones para que ur 
cambio de coordenadas transforme un sistema cartesiano ortogonal en otro del 
mismo tipo, 


EJERCICIOS 


1. Con la definición de distancia deducida de la fórmula (4) probar: 
a) la distancia entre dos puntos es nula únicamente si los puntos coinciden; b) 
para tres puntos cualesquiera A, B, C- vale entre sus distancias la propiedad 
triangular AC < AB + BC, en la cual el signo igual puede valer única. 
mente si los tres puntos están en línea recta. 

2. El imponer la condición de que las coordenadas xj sean números 
reales significa que nos limitamos al espacio euclidiano real. Si las xj pueden 
ser números complejos, las mismas definiciones anteriores dan los espacios afín 
y cuclidiano complejos. Probar que en este caso complejo la distancia entre dos 
puntos puede ser nula sin que los puntos coincidan (si n>2). Por este 
motivo la definición de distancia (4) no sirve en el caso complejo. Probar que, 
en cambio, la definición 
P= (A) —x)*+(9—0) (9— 2)* +... + (9 —20) (Ya — 22)* 
donde el asterisco indica el complejo conjugado, no adolece de ese defecto, 

3. El punto M será el punto medio del segmento AB si AM = Mb. 
Si «sw son las coordenadas de A y ys las de B, calcular las coordenadas 
de M. 

4. ¿Cuál es la dimensión del espacio que representa el conjunto de los 
triángulos del plano? ¿Y el de los triángulos equiláteros? Definir en estos 
espacios una métrica euclidiana [de la forma (4)] e interpretarla en el plano 
de los triángulos, 

5. Si en la definición de distancia (4) algunos de los términos del se. 
gundo miembro son negativos, se dice que el espacio es pseudoeuclidiano. Por 
ejemplo, en el espacio (x,y, R) de las circunferencias del plano (* y core 
denadas del centro, R el radio), se puede considerar la métrica = (x,— x1)* + 
+ (9% — y)? — (Ri — Ra)”. Estudiar la representación geométrica de esta 
distancia en el plano de las circunferencias. 
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1. Transformaciones lineales. Sea R, un espacio afín de dimen» 
sión p y sean xi (¡=1,2,...,p) las coordenadas de sus puntos. 
Análogamente, sea R¿' un espacio afín de dimensión q y sean *x 
(f =1,2,..., q) las coordenadas de sus puntos, 

Der. 1: Se llama transformación lineal de Rp en R¿ a toda 
transformación de los puntos del primer espacio en los del segundo 
definida por ecuaciones lineales y homogéneas de la forma 


» 
(1) e =2 Ash Xh (=1,2)..0)> 
1 
Los coeficientes aj, son constantes y forman la matriz 
Aa la Qi 
(2) A=|f%mM %---dp|> 
Ma q...) 


Mamada matriz de la transformación. Entre las transformaciones linea» 
les y sus matrices correspondientes hay una correspondencia biunívoca, 
Por esto indicaremos con la misma letra A tanto a la matriz (2) como 
a la transformación lineal (1) que le corresponde. 

Obsérvese que hemos definido como transformaciones lineales a 
las transformaciones homogéneas. Una transformación lineal general 
tiene término independiente en los segundos miembros de (1). Sin 
embargo, como únicamente nos van a interesar las transformaciones 
homogéneas, para evitar una continua repetición llamamos simplemen- 
te “transformaciones lineales” a las que, más precisamente, deberíamos 
llamar “transformaciones lineales homogéneas”. 


2. Producto de transformaciones lineales. Sea la transformación 
lineal A de R, en R/ y la nueva transformación B de Rf en Ry” 
definida por 


2 

(3) ba Drs xl (E=S1,2, 0.0.8 
en 

o sea, por la matriz 


(4) B= |da be... ba 
NS A 
Der. 2: Se llama transformación lineal producto B.A ala trans- 
formación de R, en R,” obtenida como resultado de verificar suce- 
sivamente las transformaciones A y B. 
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Las ecuaciones de esta transformación producto, según (1) y (3) 
serán 


2 2 
(5) xa = 22 biudinx (k=1,2,...,r) 
da da 
y por tanto es otra transformación lineal C cuya matriz es 
Cu € Cp 
(6) E Il 
Lórn Cra... Crp) 
con 
2 
(7) cy = E binty . 
Ant 


La matriz C de la transformación producto se llama matriz pro- 
ducto de las matrices B y A. Por este camino de las transformacio- 
nes lineales aparece de manera natural la ley (7) para formar los ele- 
mentos de la matriz producto, 


Observaciones: 

1. Dos matrices son iguales cuando dan lugar a la misma trans- 
formación lineal, o sea, en consecuencia, cuando tienen iguales todos sus 
elementos. 

2. Si una matriz tiene q filas y fp columnas, se dice que es del 
tipo q X p. Si q % p, la matriz se llama rectangular, y si q =p 
cuadrada, 

3. Para que el producto de dos matrices B, A esté definido es 
necesario que si B es del tipo r X q, A sea del tipo q X fp. El pro- 
ducto es entonces del tipo r X p. 

4. Si convenimos en representar por x, x” a las matrices de una 
sola columna formada por las coordenadas respectivas, o sea 


(2 EE 
Xa xl? 
(8) n= e e 
Xp xd 


con la definición anterior de producto de matrices, la transformación 
lineal (1) se escribe 
(9) Y=Ax. 
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Consecuencias de la definición de producto de transformaciones 
lineales o de matrices son: 

a) Si A es del tipo p X q, B del tipo q X r y C del tipo 
rXs, vale la propiedad asociativa: 

(10) A.(B.C) = (4.B).C . 

b) No vale, en general, la propiedad conmutativa. La conmu- 
tatividad no tiene sentido para matrices pX q y qXr con rY*p, 
pero sí en los casos en que sea p=r. 

Por ejemplo, si es 


A ] 0 1 4 
tz id pan al 3-2 0 ] 
0h 
existen ambos productos A.B y B.A ; sin embargo ellos son distintos, 
pues 
A 1 O a 
A.B= Dor 0l , BaA=| ] Ñ 
3 2 o! co 1 


3. Adición, sustracción y producto por un escalar. Si A= (45), 
B = (bis) son dos matrices con el mismo número de filas y columnas, 
la suma O diferencia de ambas se define por la nueva matriz 
(11) 4 z=B= (4 2 bu). 
Si el número de filas o de columnas no es el mismo en las dos ma- 
trices, la suma o diferencia no está definida. 
De aquí: 
a) La adición es asociativa y conmutativa. 
b) Si A es del tipo pXg y B,C son del tipo qXr, en el 
primer caso, y TX p en el segundo, vale la propiedad distributiva: 
A(B=C)=AB=A.C , (BEC)A=BAZCA. 
El producto de una matriz A = (a;;) por un escalar % se define 
como la matriz cuyos elementos son 2 4;,, O sea, 
(12) 1A=A1= (hay). 
Es decir, se multiplican todos los elementos de la matriz por el 
escalar, 


Ejemplos: 


fi=1 0 f3-3 0 Nena ] 
E po , Enjo 2|=| 0-4] . 
Sls o 4) G 0.12 E de e] | 
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4. Matriz traspuesta de otra. 


Der. 3: se llama matriz traspuesta de una matriz A a la que 
resulta al permutar sus filas y columnas. 


La representaremos por 4A*, de manera que será 

A'= (aj!) con ayt=aj. 
Si A es del tipo p X q, 4* es del tipo q XP. 
Por ejemplo, si 


pp 
a= lo 3| ex 4f= a Ñ bi H 
A ( ) 


Para la traspuesta de una suma vale (4 + B)!=A?ztB', 
Para el producto, vale 
(13) (4.B)! =B'.4' 
En efecto, siendo los elementos de la matriz producto ci = E Air Dry 


será cy! = E amb, y por otra parte, los elementos de B'.A* son 
A 


también 
E but ay = 2 Dm an =cuyl. 


EJERCICIOS 


1. Escribir las ecuaciones de la transformación lineal 4 que hace co- 
rresponder a cada punto (x, y, z) del espacio ordinario su proyección orto- 
gonal sobre el plano x + y +2 = 1. Calcular 4%. 

2. Escribir las ecuaciones de la transformación lineal A que hace co- 
rresponder a cada punto (x*, y) del plano, el que resulta de una rotación 
de 60% alrededor del origen de coordenadas. Luego las de la transformación 
B que hace corresponder a cada punto el resultado de una traslación de am- 
plitud a paralela al eje *. Hallar A.B y B.A (tanto como transforma- 
ciones como para sus matrices correspondientes). 

3. Escribir las ecuaciones de una simetría, en el plano, respecto de la 
recta x—y=0. 

4. Dada la matriz 4 y el producto 4.B, ¿en qué casos se puede de- 
terminar B? 

5. Comprobar (13) para las matrices 


5] 
(3 0 167 O 
1.0.0 

IN e le lao 
9=L 2 0) 500] 


6. Dar ejemplos de marrices no nulas cuyo producto sea la matriz nula. 
7. Hallar las condiciones que deben cumplir los coeficientes de la tranr 
formación lineal del plano 


*=axr+by+eo , =P +gy+1 
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para que represente: a) una rotación alrededor de un punto; b) una simetría 
respecto de una recta; e) una congruencia; d) una semejanza, 

8. Si una matriz B tiene la última columna igual a la suma de las co- 
lumnas anteriores, el producto A.B también tiene la misma propiedad cual» 
quiera que sea A (de tipo conveniente para que el producto sea realizable). 
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1. Matrices cuadradas. Transformaciones inversas. Supongamos 
una transformación lineal 
(1) x=Ax 
entre dos espacios de la misma dimensión n. Estos dos espacios pue- 
den ser coincidentes, en cuyo caso la transformación actúa entre los 
puntos del mismo espacio. La matriz A tendrá en este caso igual nú- 
mero de filas que de columnas, o sea, será una matriz cuadrada. El 
número n se llama orden de la matriz. 

Si los dos espacios son coincidentes se llama transformación idéntica 
o simplemente identidad a la que hace corresponder cada punto consigo 
mismo, o sea a la transformación x= x. La matriz de esta transfor- 
mación es la llamada matriz unidad de orden n, y la representaremos 


por 


(2) E= 


De aquí y de la definición de producto de transformaciones linea- 
les o de matrices se deduce que para cualquier matriz A de orden n 
vale 
(3) AE=SEA=A. 

Dado un punto x, la ecuación matricial (1) nos da el transfor- 
mado x”. Recíprocamente, dado un punto +”, ¿será siempre el trans- 
formado de un punto x? Para que ello sea posible deberá poderse 
resolver el sistema de ecuaciones lineales 


(4) A (Sd Dic 8) 
%=1 


El álgebra enseña que la condición necesaria y suficiente para que 
un sistema de esta naturaleza tenga solución única es que el determi- 
nante de los coeficientes, o sea el determinante de la matriz A, sea 
distinto de cero*. Indicaremos este determinante por cualquiera de 
las notaciones 

* Suponemos conocidas la definición y principales propie de los determinantes. Al 


respecto se puede ver, por ejemplo, J. Rex Pasror, P. Pi Caiteja y C. Treo, Análisis 
Matemático, Buenca Aires, Editorial Eapelusz, 1952, Cap: 413 
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det. A=|Al|= las]. 
En ese caso, la solución está dada por la regla de Cramer, a saber 
” 


(5) m=2 anzf  (h=1,2,...,1) 
En 
con 
adj. ay 
(6) 0 = —K—á + 
141 


La transformación (5) es la inversa de la (1) (o de la (4) que 
es la misma), La matriz de sus cocficientes es, por definición, la matriz 
inversa de la A, la cual se representa por A”* y cumple las condiciones 
(7) ACA=AAI=E. 

Estas relaciones son evidentes consideradas como representantes del 
producto de una transformación lineal por su inversa y también se 
pueden demostrar fácilmente a partir de los valores (6) de los ele- 
mentos de 4”, 

Obsérvese que de (5) y (6) se deduce que si el primer índice 
indica siempre la fila y el segundo la columna, es 
(8) 47 = (ar)? 

Las relaciones (7) equivalen entonces a 


» » 
(9) Y ani 0 = Y aim Oj = ds, 
ha sm 
siendo 
E 1 si i=j 
(10) du=1 0 A 


lo cual no expresa otra cosa que la propiedad bien conocida de los de- 
terminantes que dice: “la suma de los elementos de una fila por sus 
adjuntos es igual al determinante y la suma de los mismos elementos por 
los adjuntos de una línea paralela es nula”. 

Los símbolos di, definidos por las condiciones (10) se llaman sím- 
bolos de Kronecker y se utilizan con mucha frecuencia, 

2, Algunas propiedades de las matrices. Son importantes las si- 
guientes propiedades: 

a) La inversa del producto de dos matrices se calcula por la 
fórmula 
(11) (A.B)?=BLA2. 

En efecto, basta observar que por la propiedad asociativa del pro- 
ducto se tiene, 

(4.B).(4.B)” = A.B.B*.A?* => E 
b) La inversa de la inversa de una matriz es la matriz primitiva. 
En efecto, aplicando (11) a A.4” = E resulta 
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(41)2.(47) = 2 =E 

y multiplicando a la derecha por A ambos miembros 
(12) (42) =A4. 

e) La inversa de la traspuesta de una matriz es igual a la tras- 
puesta de la inversa. 

En efecto, aplicando 30.13 se tiene 

(4.43)? = (AULA = E = 

y multiplicando a la derecha por (A')” ambos miembros, resulta 
(13) (40) = (4097 


conforme al enunciado. 


3, Matrices simétricas y antisimétricas. Una matriz cuadrada se 

llama simétrica si 
44 = ay 
y antisimétrica si 
4404 . 

Observando que Y, (4 + A!) es simétrica y Y (A — 4') anti- 
simétrica, poniendo 
(14) áA=Y4(4+ 4) + (4- 4') 
resulta; 

Toda matriz cuadrada es siempre la suma de una matriz simétrica 
y otra antisimétrica. 


Ejemplo: 
Sea 


1120 A! 
4= 38.0=2|.,..4= E 
1061) 0-2 1) 
Aplicando (13) resulta y 
(1.4% Y o —A —Y 
alto ==) + 4.0 4 
A E A RN E 


4. Potencia de una matriz. Sea A una matriz cuadrada. Por apli- 
cación sucesiva del producto se pueden definir las potencias 4?, 4%, ..: 
Si A%*= 470 se dice que Á €s idempotente, 

Si A" =0 se dice que A es nilpotente de índice r. 


Ejemplos: 
1. La siguiente matriz es idempotente: 
% (4 =e] 50 pa 2) 
pl o Ta gas 
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2. La matriz 
E 1 0.0) 
0.0.1.0 
ds Lo 0 4 
Lo 0 0 0) 
es nilpotente de Índice 4, puesto que 
0.0.1.0 0.0.0 1 
sa 0.0.0 1 0o.0..0.0 , 
f= lo o 0 0] »4= lo 0.0 0)». 4=0: 
0.0.0.0 o. 0.0.0) 


5. Grupos lineales general y especial. Recordemos de la teoría de 
determinantes que el producto de dos de ellos (del mismo orden) se 
verifica por la misma regla que el producto de matrices, es decir, vale 
la relación 


(15) det (4.B) = (det A). (det B) 
De aquí, poniendo B= A”, resulta 

16 det 42 = . 

(16) e det A 


Obsérvese también que aun siendo, en general, A.B Y B.A, es, 
en cambio 
(17) det (A.B) = det (B.A) 

y, además, puesto que un determinante no varía al permutar sus filas 
y columnas, resulta también 
(18) det A = det 4'. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las transformaciones li- 
neales entre n variables cuyas matrices tengan el determinante no nulo. 
Observemos que este conjunto tiene las siguientes propiedades: 

a) El producto de dos de ellas pertenece al conjunto, 

b) Contiene la inversa de cada transformación, 

c) Contiene la transformación idéntica. 

De todo conjunto de transformaciones que posea las propiedades 
a), b) se dice que forma un grupo de transformaciones. La c) no es 
necesaria, puesto que es una consecuencia de a) y b). 

En consecuencia se puede enunciar: el conjunto de las transforma- 
ciones lineales (o de las matrices) de orden n y determinante no nulo 
forman un grupo. Es el llamado grupo lineal general de orden n. 

Si sólo se considera el conjunto de las transformaciones lineales 
(o de las matrices) cuyo determinante vale la unidad, también se cum- 
plen las propiedades a) ,b) y por consiguiente forman también grupo: 
es el llamado grupo lineal especial de orden n. 
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EJERCICIOS 


1. Una matriz cuadrada cuyos únicos elementos distintos de cero son Jos 
de la diagonal principal se llama matriz diagonal. Probar que la suma y el 
producto de matrices diagonales son nuevamente matrices diagonales, 

2. Buscar la matriz de la transformación que a cada punto del espacio 
hace corresponder su proyección ortogonal sobre el plano ax+by+cx4+d=0. 
Probar que es idempotente y justificarlo geométricamente. 

3. Probar que si A.X = X.A cualquiera que sea la matriz 4, en- 
tonces X es de la forma Q.E (9 = escalar). 

4. Probar que 4A'.A es siempre una matriz simétrica, 

5. Demostrar que el determinante de una matriz antisimétrica de orden 
impar es siempre nulo, 

6. Si A es antisimétrica, probar que A* es simétrica, 

7. Si A, B- son matrices simétricas, probar que el producto A.B e» 
simétrico solamente si AB=B.A. 

8. Probar que si 4, B son antisimétricas, la combinación A.B — B.A 
es también antisimétrica. 

9. Six (i=1,2,.+..., p) son las coordenadas de un espacio afín 
pd (1 2, 4) las de otro, se llama suma directa de los dos espa= 
cios al espacio afín de dimensión f + q, cuyos puntos tienen las coordenadas 
(ay May 000 Xp Y) Ya 0.02 Ya) « Si se tiene una transformación lineal 4 
en el primer espacio y otra B en el segundo, ellas inducirán una transforma- 
ción lineal en el espacio suma, que se llama suma directa de A y B. La ma- 
triz de esta transformación se llama suma directa de las matrices A, B y se 
representa por 


4.0 3 
43= 1, 5).> 

Probar las siguientes propiedades de la suma directa: 

4) (40B)0C=40(B0C) 

b) (410 B,) (4 0 B)=414 BB 

e) (40B)"=4'0 B' 

d) (40B)"=4"0B". 

10. Dados los dos espacios afines del ejercicio anterior, se llama Producto 
directo de los mismos al espacio afín de dimensión pg cuyos puntos están de- 
finidos por las coordenadas xi yy. Las dos transformaciones lineales 4, B in- 
ducirán también una transformación lineal en el espacio producto, cuya matriz 
(llamada producto directo de las matrices A, B) es 

AXB= (Abi) 
es decir, es una matriz cuadrada de orden pg cuya primera fila es, por ejemplo, 
axbx, abu, Au bu, ..., bn, nba, -». Gpp Dig + 

Probar las relaciones: 

(AXB)xXC 


4x(BxC) 
4XB+4xB 
4xB 
ACXBD 
AO 

11. Se llama matriz triangular superior (inferior) a toda matriz cuadrada 
que tiene nulos los elementos que están encima (debajo) de la diagonal principal. 


Probar que el producto de matrices triangulares superiores (inferiores) es una 
matriz del mismo tipo. 
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32. TRANSFORMACIONES Y MATRICES ORTOGONALES 


1. Transformaciones y matrices ortogonales. Consideremos un es- 
pacio afín de n dimensiones y una transformación lineal entre las va- 
riables x;, xi (i=1,2,3,...,n), que sabemos puede escribirse 
en la forma matricial 


(1) Y = Ax 

o en la forma desarrollada 

(2) a=2 04%. (=1,2) «¿Me 
dl 


Esta transformación lineal puede interpretarse de dos maneras di- 
ferentes . Si las xj se consideran como las coordenadas de un punto 
y las x4” como las de otro punto, referidos ambos al mismo sistema de 
coordenadas, las ecuaciones (1) y (2) definen entonces una transfor- 
mación del espacio en sí mismo, llamada simplemente transformación 
lineal o también afinidad. Más precisamente, se trata de una centro= 
afinidad o afinidad que deja invariante el origen de coordenadas. 

Pero se puede también suponer que las xi y las xi” sean las coor- 
denadas de un mismo punto del espacio, referido a sistemas de coorde- 
nadas diferentes, Se dice entonces que las ecuaciones (1), (2) son 
las que definen una transformación o cambio de coordenadas (29.2) . 
Ésta es la interpretación que va a convenir en lo que sigue. 

Supongamos que el espacio sea euclidiano, es decir, que exista un 
sistema de coordenadas respecto del cual la distancia d entre dos pun- 
tos x, y esté dada por la expresión 
(8) =(n—x) + (ya x0)* +4... + (9. 4m)* 
la cual puede escribirse, en forma matricial, 

(4) d= (y=x).(y —x) 

donde la matriz del segundo miembro es una matriz de un solo ele- 
mento, el cual es precisamente d* ; es decir, en (4) se suponen iden- 
tificados la matriz de un solo elemento del segundo miembro con el 
valor del elemento mismo, 

Queremos ver las condiciones que debe cumplir una transformación 
de coordenadas de la forma (1) para que en el nuevo sistema la ex- 
presión de la distancia sea la misma (4), o sea que se verifique 
(5) === =b=0%b —*) 
siendo Y = Ay, x= Ax y por tanto (Y — x') = A (y — x), 
(Y — 1)! = (y — x)*4*. Sustituyendo en (5) resulta que debe ser 

(—=x)PA A (yx) = (yx) (yx) + 

Si esta relación debe valer para cualquier par de puntos x, y del 
espacio, debe ser 4* A = E. Conviene por tanto introducir la siguiente 

Der. 1: Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando el pro- 
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ducto de ella por su traspuesta es igual a la matriz unidad, o sea, 
(6) AA=E. 

Una transformación lineal se llama ortogonal cuando lo es la ma- 
triz de sus coeficientes. úl 

Obsérvese que la relación (6) equivale a 
(7) At=A%* 

y por tanto, multiplicando ambos miembros a la izquierda por A, ree 
sulta que se verifica también 
(8) AM£=E. 

Llamando sistemas de coordenadas cartesianas ortogonales a aque- 
los para los cuales vale la expresión (4) para la distancia entre dos 
puntos, el resultado anterior puede enunciarse: 

"Teor. 1: Las transformaciones lineales que definen cambios de 
sistemas de coordenadas cartesianas ortogonales en otros del mismo tipo 
son las transformaciones lineales ortogonales, o sea aquellas cuya matriz 
es ortogonal. 

Obsérvese que debido a la relación (7), si x= 4x es una 
transformación ortogonal, la inversa es x= AY”. 


Se puede demostrar fácilmente, hágase como ejercicio, que: 

a) El producto de dos transformaciones (o matrices) ortogonales es una 
transformación (o matriz) ortogonal. 

b) La inversa de una transformación (o matriz) ortogonal es ortogonal. 

e) La transformación idéntica (o la matriz unidad) es ortogonal. 

En consecuencia, el conjunto de las transformaciones (o de las matrices) 
ortogonales de un cierto orden mn forman un grupo. Es el Mamado grupo or- 
togonal de orden n. 


2. Propiedades de los elementos de una matriz ortogonal. Si 
A = (ass) es una matriz ortogonal, la condición (6) implica las si- 
guientes relaciones 
» 
(9) pS añ Oj = Dyy 
1 
y la condición equivalente (8) implica 
» 


(10) E aman = y 
har 


a en ambas relaciones 8;, los símbolos de Kronecker ya definidos 
en 31.10. 
Recíprocamente, si se cumple cualquiera de los dos conjuntos de 
relaciones (9) 6 (10) la matriz es ortogonal. Se tiene por consiguiente: 
Tror. 2: Las condiciones (9) 6 (10) son necesarias y suficientes 
para que la matriz A = (ais) sea ortogonal. 
Si | A | es el determinante de la matriz A, puesto que | 4*| =| 41 
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y|£|=1, la relación (6) nos dice que debe ser | A |? = 1 ; es decir: 

Tzor. 3: El determinante de una matriz ortogonal vale +1 6 
LE 
Observemos finalmente que los sistemas de ecuaciones lineales (10) 
y 31.9 tienen los mismos coeficientes a;, ; por consiguiente, como un 
sistema de ecuaciones lineales de determinante no nulo no puede tener 
más que un sistema de soluciones, resulta aja = aja. Es decir, tenien- 
do en cuenta 31.6 

Tror. 4: Los adjuntos de los elementos de una matriz ortogonal 
4, son iguales a los elementos mismos, con igual signo si |A|=+1 
y con signo cambiado si |A|=—1. 


3. Matrices ortogonales de segundo orden. Vamos a buscar la 
forma general explícita de las matrices ortogonales de segundo orden. 
Poniendo 


ari ed 
(11) A= [: s) 
las condiciones (10) de ortogonalidad son 
(12) e+b=l, ac+bd=0, d+d=1. 

Como son tres ecuaciones y cuatro elementos a,b,c,d resulta 
que las matrices ortogonales de segundo orden dependen de un solo 
parámetro, Para ponerlo de manifiestc, pongamos 
(13) a=c0ws0 , b=zx+smn0. 

El signo + de b se puede suprimir, suponiendo que 0 puede 
tomar valores positivos y negativos, Con estos valores las ecuaciones 
(12) dan d* = cos*0, c* = sen* 0, y teniendo en cuenta las posibles 
combinaciones de signos para que se cumplan (12) y que 0 puede ser 
positivo y negativo, resulta que: 

Las matrices ortogonales de segundo orden con 14] =+4 1 son 
de la forma 


cosÚ sen0 
142) e (» me) 
y las de |A] =-— 1, de la forma 


cos O sen O 
(15) 4= . 
(sen8  —cos0 


El parámetro 0 puede tomar también valores imaginarios. Por 
ejemplo, para el caso A*, poniendo 0 = ¿q y recordando que 
(16) cosip=chp , senip=ishp 
resulta que la expresión general de las matrices ortogonales de segundo 
orden con elementos imaginarios y determinante +1, es 
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Co chp iship 


4= . 
—ishp chp)j 
Son importantes las siguientes propiedades, cuya demostración dejamos 
¡como ejercicio al lector: 
1. Probar que la matriz producto de dos matrices correspondientes a los 
valores 0, 0 del parámetro es la correspondiente a 01 + 0. 
2. Probar que las matrices A* forman grupo y, en cambio, las A” no. 


(17) 


EJERCICIOS 


1. Probar que son ortogonales las siguientes transformaciones: 
4) x=30,%=%, 9 =% 


b) — 00) 0 == 1) M0 == 00 
1 1 

€) A =— (0+m), M1 =— (a —%), 0 =%0. 
v2 va 

d) x=, 0 =—%0, E == X= M0 


1 1 
.) pu (a — 2 — 2%), x= > (2% + m-— 2%), 


“=>; (- 2 — 2% + x0). 


2. Probar que las transformaciones ortogonales de determinante +1 for- 
man grupo y las de determinante —1 no. 
|, Demostrar que si A es simétrica (antisimétrica) y B ortogonal, 
B*AB es simétrica (antisimétrica). 
4. Probar que si se permutan las columnas de una matriz ortogonal, sigue 


5. Si A, B son matrices ortogonales, probar que la suma directa de 
ambas también es ortogonal (ver apartado 31, ejercicio 9). 

6. Probar que toda matriz A no singular (de determinante no nulo) 
es igual al producto de una matriz simétrica por otra ortof k 

7. Si A=BC, con B simétrica y C ortogonal, probar que B'= 4 4'. 
: 8. Probar que si A es simétrica, también lo es A“ 
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Representación de Cayley para las matrices ortogonales. Cayley ha dado 
una fórmula racional para obtener todas las matrices ortogonales A tales que el 
determinante | A -+E| sea distinto de cero. 

Definamos $ por la ecuación 

E+S=2(E4+4)* 


de donde 
E4+4A=2(E+S)* 
y de aquí 
SFA=2(E4+ 4) + 2(E + S)1 — 2E 
S-A=2(E+4)2 — 2(E + 58)* 
de donde 


2A=4(E+S)A —2E=2(E+S)1 PE —(E+8)5 
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=2(E4+8)1 (E— $) 


o sea 

(1) A=(E+ 87 (E=8S)=(E-8) (E+4 92. 
Análogamente se obtiene 

(2) S=(E+ AU (E-4)=(E-4) (E+ 42. 


De aquí se deduce que S es antisimétrica. En efecto, de la primera 
igualdad se deduce E — A = (E + A) S de donde, trasponiendo, 
E-At=St(E+ A?) . 
Multiplicando a la derecha por A y siendo esta matriz ortogonal por 
hipótesis, resulta 
A-E=S'(A+E) 


St =(4—E) (4 + EJx 
que junto con (2) da S+5S'=0 y por tanto $ es antisimétrica, 
Recíprocamente, toda expresión (1) con S antisimétrica da lugar a una 
matriz ortogonal. En efecto, de (1) se deduce (E + S)A=E— $ y trar 
poniendo 


de donde 


AME+St)=E-St 
O sea, por ser S antisimétrica, 

AE=S)=(E+58) 
de donde, multiplicando a la derecha por (E + S)-1 y teniendo en cuenta 
(1) , resulta 


A4A=E 
lo que prueba que 4 es ortogonal. 
Ejemplo: 
Tomemos 
fo —1 0) 
s= 1 OTE | 
Org 00) 
con lo cual será 
1 1 0 h 5 1-2) 
E Pa [12 
o +2 1 —2 2 2) 
y por tanto 
A -4) 
A=(E+8)1 (E —S) =3% [a E € 
pa A a 


debe ser ortogonal, como efectivamente es fácil comprobar. 
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34. TENSORES CARTESIANOS 


1. El convenio de supresión del símbolo de suma, Una suma cu- 
yos sumandos se obtengan dando los valores 1,2,3,...,n a ciertos 
índices de su término general, la hemos indicado hasta ahora, como es 
costumbre, con el símbolo E, junto con la indicación del intervalo 
de variación de los índices. 

Por ejemplo, los primeros miembros de las expresiones siguientes 
son expresiones abreviadas de los segundos miembros: 


. 
(1) Jasa tato. te 
21 
. 
(2) Zajbi= ab, +42b2 +... + anda 
bar 
” 
(3) Easbja =arbjo +arbics +. + anby on. 
7 


En cálculo tensorial aparecen con mucha frecuencia sumas del 
tipo de los ejemplos (2) y (3) en que la suma se ¡verifica respecto de 
dos índices repetidos de su término general. En este caso es cómodo y 
abrevia mucho la escritura convenir en que, para tales índices, se su- 
primirá el signo de suma, Se establece así la siguiente 

Convención pe Enstein: Cuando en una expresión monomia 
figuren dos índices repetidos, se entenderá que se trata de una suma en 
la que los índices repetidos van sumados de 1 a n. 

El número n es la dimensión del espacio y su valor resulta siempre 
ularo del tema que se está tratando. 

Así, en los ejemplos (2) y (3) se escribirá simplemente 

ajbi=a1b,+ab2+... + 4ada 
abi =a1bj0, + a2byc2 +... + AnbiCn- 

Con este criterio, las ecuaciones 32.2 de un cambio de coorde- 
nadas cartesianas ortogonales que conserve el origen se escribirán 
(4) X= 0% 
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y las ecuaciones de la transformación inversa, teniendo en cuenta 321, 
serán 


(5) 5 = 4% 

La matriz a; es ortogonal y las condiciones 32.9 y 32.10 se 
escribirán ahora simplemente 
(6) 0405 =03 ,) amarn=0y. 

Una observación importante es que los índices repetidos, puesto que 
únicamente indican que deben tomar los valores de 1 a n y sumarse, 
pueden representarse con cualquier letra, sin que la suma cambie, Se 
tiene así, por ejemplo, 

ab; = ad, 
Puesto que ambos miembros representan la suma a,b, + a2ba ... + Apdo 


Ejemplos: 


1. Si la ecuación asxi = 0 se verifica para valores cualesquiera de las 
variables x(i= 1,2, ..., nm), debe ser a: = 0. En efecto, si hubiera 
un particular ar »40, tomando todas las variables iguales a cero menos xa, 
no se cumpliría la hipótesis. 

2. Sila ecuación ay xx, = 0 se cumple para valores cualesquiera de 
las variables, debe ser ay + au = 0. En efecto, tomando todas las variables 
nulas menos la xs, resulta que debe ser «15 = 0 (para todo ¿; el índice ¡ 
sin sumar). Por otra parte x«xy es factor común de ay + aj y por tanto, 
tomando todas las variables nulas excepto las xi, x,, resulta el enunciado. 

3, Demostrar, de manera análoga, que si ay xwxyx» = 0, para valo: 
res cualesquiera de las variables, debe ser di + am + 2903 a 


2. Tensores cartesianos del espacio ordinario. Consideremos el 
espacio ordinario de tres dimensiones, referido a un sistema de coorde- 
nadas cartesianas ortogonales. Las coordenadas de un punto, en vez de 
representarlas por x,y,z, las representaremos Por Xx; ,Xz, Xy. 

Un cambio de las coordenadas x; a las + de otro sistema tam- 
bién cartesiano y ortogonal y del mismo origen está dado por ecuaciones 
de la forma y 
(7) %= 45% (í=1,2, 8) 
siendo los coeficientes as, los cosenos de los ángulos de los ejes xi y xp. 
Sabemos que la matriz (aj) de los coeficientes es ortogonal y que, por 
tanto, se cumplen las condiciones (6) . 

En el apartado 11 definimos un vector como el conjunto de tres com- 


Ponentes us que por un cambio de coordenadas de la forma (7) se 
transforma según la ley 


(8) Uy = dig Ua 
donde en el segundo miembro, según el convenio establecido en el nú- 
mero precedente, el índice h va sumado de 1a 3. 


Sean vu, las componentes de otro vector, las cu.les, por el mismo 
cambio de coordenadas (7) se transformarán según 


(9) Y = Ag 0r . 
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Consideremos los nueve productos 
(ud, ud ud) 
(10) (40) = fuzoz m0 0.0 
[Us Ox  UsUVy  UsD, 


Según (8) y (9), por un cambio de coordenadas (7) estos pro- 
ductos se transforman según la ley 
(11) Ul¿0'¿= in Gx Un Or 

Obsérvese que en el segundo miembro los índices kh, k van su- 
mados los dos de 1 a 3 ; es decir, se trata de una suma de 9 sumandos. 

El conjunto de los 9 productos uswj constituye un nuevo ente 
geométrico que se llama producto tensorial de los vectores us, y. La 
ley de transformación de las componentes de este producto tensorial in= 
duce a establecer la siguiente 

Der. 1: Dadas 9 cantidades t;y, se dice que son componentes de 
un tensor cartesiano de segundo orden cuando por un cambio de coor- 
denadas de la forma (7) se transforman según la ley 
(12) Yy = Canta + 

Según esta definición, el producto tensorial de dos vectores es un 
tensor, pero no todos los tensores de segundo orden son el producto 
tensorial de dos vectores. 

Análogamente, el producto tensorial de tres vectores uy, Uy, 0% 
es el conjunto de los 27 productos u; w; 2%. Por un cambio de coor- 
denadas estas componentes se transformarán según la ley 
(13) 140, Ul y = 059 051 Aj Un Vi L0m 

Este producto tensorial es un ejemplo de tensor cartesiano de tercer 
orden, Es decir, dadas 27 cantidades fix, que por un cambio de coor- 
denadas (7) se transformen según la ley Y'ijx= dir 4y1 Gm trim, dire- 
mos que ellas son componentes de un tensor de tercer, orden. 

e generalización a tensores de cualquier orden:es ya inmediata, 
a saber: 


Der. 2: Dadas 3” cantidades 14,4, +++ 4, se dice que son com- 
ponentes de un tensor cartesiano de orden p si por un cambio de 
coordenadas de la forma (7) se transforman según la ley 
(14) Proy AU dh 00d, > 

Tanto los índices ¿ como h, pueden tomar los valores 1,2, 3. 
Por tanto en el segundo miembro está implícita una suma de 3? su- 
mandos. 

Según esta definición, los vectores son tensores de primer orden, 
Además, dadas las componentes de un tensor en un sistema de coorde- 
nadas, las fórmulas (14) permiten calcular las mismas en cualquier otro 
sistema, 
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La propiedad fundamental de los tensores, de la cual deriva su 
importancia en geometría y en física, es que, siendo las fórmulas de 
transformación (14) lineales y homogéneas, si las componentes de un 
tensor se anulan en un sistema de coordenadas, se anularán también en 
cualquier otro sistema. Es decir, la anulación de un tensor da siempre 
una propiedad intrínseca, independiente del sistema de coordenadas. 

Los tensores que acabamos de definir se refieren a cambios de 
coordenadas de la forma (7), es decir, a cambios de coordenadas 
cartesianas ortogonales en otras del mismo tipo. Por esto se llaman 
tensores cartesianos. Para cambios de coordenadas más generales (coor- 
denadas oblicuas o curvilíneas), la definición de tensor debe generali- 
zarse, como veremos en el apartado 44. 

En toda esta parte, hasta el apartado 44, al hablar de tensores 
sobrentendemos que se trata de tensores cartesianos, 


Para que la definición dada sea admisible hay que demostrar la pro- 
piedad transitiva, es decir, que por nuevos cambios de coordenadas la ley de 
transformación se conserva, Vamos a verificarla para tensores de segundo 
orden, pues el procedimiento es general. 

Sea el tensor ti cuyas componentes por el cambio (7) pasan a las fu 
dadas por (12). Por un nuevo cambio de coordenadas 
(15) 


2M= Carr (i=1,2,3) 
las nuevas componentes serán, según la definición de tensor, 
(16) My=dadrta 


o sea, según (12), 
(17) ty = did y 0x1 Cam tim 

Por otra parte, de (7) y (15) se deduce 
(18) *=d00mmx 
que son las ecuaciones de otra transformación ortogonal (transformación pro- 
ducto) y por tanto, según la definición, la ley que permite pasar directamente 
de las ty a las t%, debe ser efectivamente la (17), pues los coeficientes 
deben ser el producto de los coeficientes correspondientes de (18). Es decir, 
se obtiene la misma ley haciendo el cambio sucesivo xi > x'4 > x”4 que por 
el cambio directo xi > x”+, como debe ser. 


Ejemplo: 


Supongamos que las componentes ty de un tensor en el sistema de coor- 
denadas x%1, xs, xa sean los elementos de la matriz 


f0 1 27 
o A 
1420 E 
Se desean las componentes del mismo tensor en el sistema 4, xX4, X4 
deducido del anterior por la transformación ortogonal x4 =— 2, X+ = X:, 
%=%. 
La matriz (41) de esta transformación es 
(o-1 0) 
CDE 
to 0 1) 
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3. Paso a n dimensiones. Para fijar las ideas hemos supuesto el 
¡caso del espacio ordinario de dimensión n= 3. 

El convenio utilizado de suprimir el símbolo de suma hace que todo 
lo anterior valga exactamente, sin modificación, para el espacio eucli- 


-diano de n dimensiones. 


En este caso, un punto tiene n coordenadas x1, Xp, ..., %n Y 
'un cambio de coordenadas cartesianas ortogonales de origen fijo está 
dado por ecuaciones de la forma 
(19) X= in Xr 1683, 0238) 
siendo la matriz (aia) de orden 1 y ortogonal. 

Un vector es el conjunto de n componentes us que por un cam- 
bio de coordenadas (19) se transforman según la ley 
420) 144 = dig Un 
exactamente igual a la (8) del caso n=3, sólo que ahora la suma del 
segundo miembro se sobrentiende extendida desde kh =.1 hasta h=n. 

Se puede así establecer, de manera general, la siguiente 

Der. 3: Dado el espacio cuclidiano n-dimensional, se llama ten- 
sor cartesiano de orden fp al conjunto de 1” componentes ti 4, +... 4, 
que por un cambio de coordenadas de la forma (19) se transforman 
según la ley 


(21) Pia y Ga 


los índices repetidos hi, hz, ... hp se entienden sumados de 1 a n. 
“También aquí vale la propiedad transitiva mencionada en 34.2. 
Puesto que las fórmulas son idénticas para cualquier número de 

en lo que sigue supondremos, salvo indicación expresa, 
que estamos en el espacio de n dimensiones. 

Pruébese como ejercicio que el número de componentes de un 
tensor de orden fp es n”. 

Observación sobre la notación. En cálculo tensorial se representa 
'slempre un tensor por una componente genérica, Así, se dice “el tensor 
tij? para indicar el tensor cuyas componentes son las ti¡. De esta 
manera el mismo tensor puede representarse indistintamente por tij, 
bm, lim, etc. De igual manera, al hablar del “vector us” entendere» 
mos el vector de componentes u;, y por tanto el índice genérico ¿ 
puede sustituirse por cualquier otra letra. 
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4. Invariantes. Producto escalar de vectores. 


Der. 4: Un invariante, o tensor de orden cero es una expresión 
que toma la misma forma en cualquier sistema de coordenadas. 

Por ejemplo, dados dos vectores us, u; la suma us; es un inva- 
riante, llamado producto escalar de los dos vectores. En efecto, por un 
cambio de coordenadas, será 
(22) ¿04 = 03,49 4,04=8 jp 40 = 4,0, 

Es decir, en ambos sistemas de coordenadas el producto escalar es 
siempre igual a la suma de los productos componente a componente de 
los dos vectores, 

En particular, para 0; = us, resulta que us us (la ¿ sumada de 
la n) es otro invariante, Su raíz cuadrada es, por definición, el 
módulo del vector uz. Es decir 


(23) Ju]= (uu), 
El ángulo 0 entre dos vectores se define por la fórmula 
(24) cos 9 = 1% 
Jul.[o] 


que es también un invariante, por ser cociente de invariantes. 
Pruébese, como ejercicio, que para vectores reales se verifica 
-1%cos0=1, 


EJERCICIOS 


1. Para n = 3, sea el tensor cuyas componentes us, en el sistema de 
coordenadas xi, xs, xs sean los elementos de la matriz 


==. 0 2 
0-1 1. Ll. 
Budo 0 


Buscar las componentes del mismo tensor en el sistema de coordenadas 
41, x'2, xs obtenidas por la transformación ortogonal 
CA AD NA 
2. Si las componentes de un tensor w:y en el plano y respecto del sis 
11.0 


tema de coordenadas x,, xa son los elementos de la matriz » hallar 


-3 
sus Co en el sistema x',, x's obtenidos por la transformación or» 
togon: 


1 1 
A=—(4+ 8) ,) =— (a—a). 


vz vz 
3. Si fiy es un tensor y u:, 0, son vectores, probar que f«yu;v, es un 
invariante. 


4. Si tim, usy y Us son tensores, probar que fijas va es un inva- 
riante, 
5. Si us es un tensor, probar que us es un invariante. 
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35. OPERACIONES CON TENSORES CARTESIANOS 


1. Adición, sustracción y producto de tensores, 

a) Adición y sustracción, Esta operación sólo está definida para 
tensores del mismo orden. Entonces, el tensor suma o diferencia de 
otros varios es el nuevo tensor que tiene por componentes la suma o 
diferencia de las componentes respectivas. 

Suponiendo, por ejemplo, dos tensores de segundo orden tyy, 54, 
la suma o diferencia es el tensor de componentes ti + sy. 

Para admitir esta definición hay que demostrar que las tiy + sy 
son componentes de un tensor. En efecto, por un cambio de coorde- 
nadas será 

Vi =0mCgbr Si = Gi e 
y por tanto 
Py ES iy= ai dx (tas E 911) 
lo que prueba que las ti, +siy son componentes de un tensor, por 
transformarse según la ley (34.12) de los tensores de segundo orden, 

b) Multiplicación por un escalar. Para multiplicar un tensor por 
un escalar se multiplica por el escalar cada componente del tensor. 

Así, el producto de t;y por % es el tensor de componentes A fi 
El resultado es efectivamente un tensor, pues de 14y= 41 yx tax, 30 
deduce 214¿= as ajx (A tax) . 

€) Producto de tensores. El producto de un tensor de orden fp por 
Otro tensor de orden q, es el tensor de orden f + q cuyas componen- 
tes son los productos de las componentes del primero por las del segundo. 

Por ejemplo, el producto del tensor ti; por el vector us será el 
tensor sijn = tiy ua . El resultado es un tensor, pues de las hipótesis 

'y=0u Cut, UN =GgmUm 
se deduce, multiplicando miembro a miembro 
Sign = CigUh = 051 0jx Cam Liz tm = 41 Coi Cm Sim 
lo que prueba que las sijp son componentes de un tensor. 


2. Contracción de índices. Se trata de una operación muy im- 
portante que permite obtener tensores de menor orden a partir de un 
tensor dado de orden >2. Consiste en lo siguiente: 

Dado un tensor de orden >2, igualando dos índices y sumando 
respecto del índice igualado, el resultado es un nuevo tensor en el que 
han desaparecido estos dos índices. 

Supongamos, por ejemplo, un tensor t;jx . Consideremos las com- 
Ponentes 

Ur = lisa 
donde en el segundo miembro el índice ¿, repetido, va sumado de 
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1 a n. Por un cambio de coordenadas es 
UL= Us = Cin 41 Cm lat 
o sea, según 34.6, 
4% = Om Gem baim = Chm bhñm — Gum Um 

Es decir, las ux son componentes de un vector (tensor de orden 
uno), que se llama tensor contraído del t;jx respecto de los dos primeros 
Índices, 

A partir del tensor t;j2 todavía se pueden formar otros dos tenso- 
res contraídos, a saber: 0=fij4, 0 = lijg. 

Mediante esta operación de contracción, un tensor de segundo or- 
den ti, puede considerarse en cierto modo como un operador que a 
un vector le hace corresponder otro vector. Así, al vector ví le hace 
corresponder el vector 

U= ti 07. 

También a todo vector ví le hace corresponder un invariante por 
la operación 
(1) tiy 010, = invariante . 

Ejercicios: 

1. Probar que efectivamente (1) es un invariante, es decir, que por un 
cambio de coordenadas es 

PU = ty 00. 


2, Formar todos los tensores que se pueden deducir por contracción de 
índices de un tensor de cuarto orden tim. 


3. Probar que si fis, usy son tensores, el producto contraido tuya ui es 
un vector. 


3. Permutación de índices. Sea un tensor tij . Consideremos las 
componentes ujy = tj ; ¿serán ellas componentes de un tensor? Efec- 
tivamente lo son, pues su ley de transformación es 

y = Up = amarla = anun = 0 dj Una 
que es la ley de transformación de los tensores de segundo orden: 

El mismo razonamiento vale evidentemente para un tensor de cual- 
quier orden, es deci 

A partir de un tensor, permutando los índices de cada una de sus 
componentes, se obtiene otro tensor, 

Obscrvese que s1 bien la permutación de índices se traduce en una 
permutación de las componentes, no es cierto que permutando éstas de 
manera arbitraria se obtenga siempre un nuevo tensor. Para verlo, basta 
considerar el caso simple de los vectores del espacio ordinario, n= 3. 
Si u,, uz, us son componentes de un vector, no es cierto que 0, = uz, 
Uy = Uy, Uy = Uy lo sean. En efecto, se tiene 


ES, =S 
Y = UY = 04 Ui = O Ds + 03901 + O907 0 
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En cambio, si v,, 02, Us fueran componentes de un vector de- 
ía ser 

Y, = 44 04 = O 01 + 013 07 + 453 0% 

a que en general es distinta de la anterior, 


4 Ti diméxicos y amtiimétos 
“Der. 1: Un tensor de segundo orden t;, se llama simétrico si se 


ty—=t4=0 


ty+t=0. 

Las propiedades de simetría o antisimetría son independientes del 

ma de coordenadas. En efecto, por ser los primeros miembros de 
(3) componentes de un tensor (por tratarse de diferencia y 

de tensores), si se anulan en un sistema de coordenadas lo harán 


Igual que para las matrices 31.3 la identidad 
1 A 
He (y +9) + lu 40 


a que: todo tensor de segundo orden es suma de un tensor simé» 
y otro antisimétrico, 

Para tensores de orden superior a 2, la simetría o antisimetría 
referirse a dns índices particulares. Así, se dirá que fiyu es si- 
respecto de los indices i, k si se verifica tiga = tj y antsi- 
respecto de los mismos Índices, si ij = — tujit + 

Cuando un tensor es simétrico o antisimétrico respecto de cualquier 
“de índices, se llama totaímente simétrico o antisimétrico. 

- Por ejemplo, el tensor tijx scrá totalmente simétrico si se cumple 
> Lor = Ly = daga = Es = d9 = 1 

¡totalmente antisimétrico si se cumple 


Li = — Eixj = — bg = lp = — li = bj + 


5. Derivación de tensores. Supongamos, para fijar las ideas, un 

de segundo orden ti; cuyas componentes sean funciones de las 

nadas x;, es decir, un tensor función de punto, Lo mismo seríí 
tensor de cualquier orden. 

En la ley de transformación 

Y 1 sy = Cin 2jx bar 

) coeficientes aja son independientes del punto considerado, de ma- 

“que al derivar ambos miembros resp2cto de *'m queda 
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6 Pim Ed da 
¡M= q, == 
(6) Li en 
donde se ha puesto, como haremos siempre, para abreviar, 
dy Dar 
7 ty = = 
(7) 4, EN e, dE 


Según las fórmulas de transformación 34.5, la relación (6) se 
puede escribir 
Pijm = ip Cik Cms Lo, a 


lo cual nos. dice que las derivadas parciales t,, son componentes de 
un tensor de tercer orden. 

La demostración es general para cualquier tensor, de manera que 
se puede enunciar; 

Las derivadas parciales de las comporentes de un tensor cartesiano 
respecto de las coordenadas son componentes de un nuevo tensor de 
un orden superior en una unidad, llamado tensor derivado del primero. 


Ejemplos: 

1, De un vector us se deduce el tensor derivado sy. Su parte simé- 
trica es el tensor hi =% (us + us«) que aparece, por ejemplo, en elastici- 
dad (ver apartado 40). Su parte antisimétrica 
(8) Ta = Y (Us, — 84,4) 
es el tensor llamado rotor de us. 

Para n=3, el rotor tiene únicamente tres componentes no nulas (rs, 
rs, Ya) que son las componentes del rotor ordinario, que ya sabemos no es un 
vector sino un pseudovector, 

2. Del tensor 4s,y por contracción de Índices se deduce el invariante Jla- 
mado divergencia; 

(9) div = 00, 

Se tiene así probado nuevamente el carácter invariante de este operador. 

3. La derivación de un escalar «p conduce al vector gradiente 
(10) grado =Q.u 
y la divergencia del gradiente al laplaciano, que en notación tensorial y para 
Cualquier número de dimensiones se escribe 
(11) A0=G.. 

4. Análogamente, las derivadas segundas de un vector us forman las com- 
Ponentes us, de un tensor de tercer orden. La contracción de los indices 
1» k produce el vector laplaciano de us, que se representa por 
(12) Au —= 00,31 e 

5. De un tensor antisumétrico Fiy se deduce el tensor totalmente anti- 
simétrico 
(13) rin =Fuya +Fnas + Fu 
llamado rotor de Fs. 


6. Criterio para reconocer el carácter tensorial. Un criterio fun- 
damental para reconocer el carácter tensorial de un conjunto de n? 
componentes es el siguiente, que vamos a ilustrar primern con dos 
ejemplos, 
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a) Sean us un conjunto de n* componentes de las cuales se ig- 
son o no componentes de un tensor. Suponemos, además, que 
son simétricas, es decir, us = uz; . Entonces, si para cualquier 
rl; se verifica que la suma u¡¿ lil, es un invariante, se puede 
que las us; son componentes de un tensor de segundo orden. 
En efecto, por un cambio de coordenadas será, por la hipótesis de 
e de un invariante, 

y eiylil=uy bb 

, siendo l; un vector, 

ui 03 Aja ly la = 0:31, 1, = Ugo ly da 


(U'iy 2ix Aja — Us) ll, = 0. 

La (14) se puede suponer que u'¡, es simétrico, pues en caso con- 
se sustituye por la semisuma Y, (u'¡y + u”¿1). Entonces, siendo 
ul4y simétricos y debiéndose cumplir (15) para cualquier vector 
ser 

Ul ij Qin Ojo = Una + 

Multiplicando ambos miembros por aÑ y sumando el índice 5 


Uli im Ójn = Aja Uno + 
_Multiplicando ambos miembros por dy y sumando respecto de k, 


48m Oj = mx Che Uta 


Uma = Ark Cho Uta 
que prueba que, efectivamente, las uy son componentes de un 


b) Sea us un conjunto de n* componentes que no se sabe si 
ho componentes de un tensor. Si para cualquier tensor de la 
Uy; se verifica que el producto contraído u;yr Vjx es un vector ty, 
afirmar que las us son componentes de un tensor. 

efecto, al cambiar de sistema de coordenadas tendremos 
UinV a = 84 


Ml ijx Cy Cha Uta = Cimbm = im Umta Uta > 


(léjx 0j1 xs — Gin Uta) Us =0 

Si estas ecuaciones se deben verificar para cualquier tensor Uta 
“ser 

MU y51 Ojt xs = im Uta + 

Multiplicando primero por ape y luego por 41, sumando en cada 
la s yla 1 respectivamente, resulta 


U'v5% Da Dip = Cat Cp Lim Umto 


TENSORES CARTESIANOS 


O sea, 
UL ig = Ai Ot pa mota 
lo que prueba el enunciado. 

Se comprende con estos ejemplos que el criterio y su método de 
demostración son generales. Se puede por tanto enunciar de manera 
breve el siguiente criterio, llamado también ley del cociente: 

Si el producto (contraído o no) de las n* componentes de un ente 
u de p índices, por un tensor cualquiera de un cierto orden, produce 
siempre un tensor, se puede afirmar que el ente u es un tensor, 

En este enunciado, como se desprende del ejemplo 1 considerado, 
los invariantes van incluidos como tensores de orden cero. 


EJERCICIOS 


1. En (8) y (13) se han definido el rotor de un vector (que es un tensor 
de segundo orden y que no debe confundirse con el pseudovector llamado tam= 
bién rotor para n = 3) y el rotor de un tensor antisimétrico de segundo orden. 
Probar que rotrotuw =0. 

2. Si Fi es un tensor totalmente antisimétrico, probar que también lo 
es el tensor 

Fiona — Fm, a + Famiss — Pmss,r 
llamado rotor de Fsy 

3. Dado un escalar p =p (x1, %3, ,.., 2) probar directamente que 
Qi Du es un invariante (módulo del gradiente o primer parámetro diferencial 
de Beltrami) y que también Q.w es otro invariante (laplaciano o segundo pa- 
rámetro diferencial de Beltrami). 

4. Dado un tensor ti» demostrar que las 

tam = tu + ta + ty + aga + ts 
son componentes de un tensor simétrico y las 

tum = tin + ta ay — tay — bajó — ly 
son componentes de un tensor totalmente antisimétrico. 

5. Demostrar que si us, vs, 10, son tres vectores del espacio afín de n 
dimensiones, las cantidades 


hi= [0% 0. 
vw ww ul 


son componentes de un tensor antisimétrico, 
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1. El tensor de Kronecker. Ya hemos definido en 31.10 los sísn- 
bolos de Kronecker 3;; por los valores 


los 
(1) dy = 
0 si ij. 
Queremos demostrar ahora que estas 3;, son componentes de un 
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el cual posee la propiedad importante de tener las mismas com- 
en cualquier sistema de coordenadas. 
Para demostrarlo basta observar que por los valores (1) en un 
ar sistema de coordenadas queda definido un tensor de segundo 
cuyas componentes en Otro sistema de coordenadas cartesianas 
ales cualesquiera serán 
Y iy = dina dm = air aj = ds 
cual prueba el enunciado. 
Este carácter tensorial de 8;; es muy útil, como veremos en lo 
Para entender claramente el razonamiento anterior, veamos un caso ne- 
Supongamos unos símbolos definidos por ser 
E 
du =% 1 si ¿> i 
0,$4$ d=j. 


o hay ningún inconveniente en definir un tensor que en un particular 
“de coordenadas tenga estas componentes; pero en otro sistema las com= 


./2 » 
Uy = anandn = 3 (3 anan— Fene») 
3 AS ns 
“en general ya no son las mismas (2) . 


2, Tensores deducidos de un tensor de segundo orden. Sea tiy un 
de segundo orden. Representemos por 1 =|t4¿] = det (111) al 
ante formado por sus componentes. Son importantes. las si- 
es proposiciones. 
El determinante t es un invariante. 
“efecto, por un cambio de coordenadas, recordando la regla para 
car determinantes, se tiene s 
f=|%4]=|arep te] = 14m]. arta! = [20 12] 6] =+ 
que nos referimos siempre a cambios de coordenadas ortogona- 
por tanto | aj |? = 1. 
“Supongamos ahora t % 0 y formemos las nuevas cantidades 
adj ti 
a 


ej 


en el numerador se entiende el adjunto del elemento tiy en el 
ninante t. Se verifica: 


Para demostrarlo habrá que ver su ley de transformación por un 
de coordenadas. Como ya observamos en 31.1 para un caso 
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(5) tit =Ón . ' 

Por un cambio de coordenadas esta ecuación se transforma en 
ti Uan =0j, puesto que las componentes de 3, son las mismas en 
cualquier sistema, o sea 

41 2mtimUin=0 - 

Multiplicando ambos miembros por a;p y sumando respecto de ¡ 

recordando que 4jm dj = Ómp, queda 


autipTin= Grp + 


Multiplicando por Tap ambos miembros y sumando respecto de p, 
siendo tp Tap =D14, queda 
Ars TiA= Qpp Top + 
Finalmente, multiplicando todavía ambos miembros Por Aq y 
sumando respecto de s, queda 


Uh = das Chp Tap 
lo que prueba el enunciado, 
El caso más común en las aplicaciones es el del espacio ordinario 
de 3 dimensiones. Entonces, aplicando lo anterior y la contracción de 
Índices, resulta: 


c) En el espacio de tres dimensiones, de todo tensor de segundo 
orden se deducen tres invariante notables: 


Invariante lineal: L_=t4=t1 + ta + ta, 
Invariante cuadrático: La = tt = (la tos — 2) + 

+ (ta tos ti?) + (lao tas — tas?) , 
Invariante cúbico; l,=t=|t;|. 


Aplicación geométrica. Consideremos en el espacio de tres dimensiones 
una forma cuadrática Ayxwxy (i,j=1,2, 3). Si se impone la condición 
de que su valor sea uno fijo y determinado para cada punto del espacio, in« 
dependientemente del sistema de coordenadas, por la ley del cociente (35.6) , 
las Ay, serán componentes de un tensor. Tal es el caso en que se considera la 
ecuación Ai xexj=0 que representa un cono cuadrático de vértice en el origen. 
Los invariantes 11, ls, ls anteriores, referidos al tensor Ay, deberán Tepre- 
sentar entonces propiedades intrínsecas del cono, es decir, propiedades inde- 
pendientes del sistema de coordenadas, Y en efecto, se demuestra sin dificultad 
que la condición 7, = 0 significa que el cono es equilátero, es decir, que junto 
con cada generatriz hay otras dos que forman con ella un triedro trirrectángulo 
inscripto en el cono. La condición l,= 0 significa que el cono es dualmente 
equilátero, es decir, que a cada plano tangente corresponden otros dos que 
forman con el primero un triedro trirrectángulo circunscripto. La condición 
ls = 0 significa que el cono es degenerado, o sea, que se compone de dos 
planos, distintos o confundidos. 

Si n=4, la ecuación Auyxoxjy= 0 (i,j=1, 2,3,4) puede in- 
terpretarse como la ecuación de una cuádrica en coordenadas homogéneas, con 
xau Como cuarta coordenada de homogeneización. Para x= 0, el cono 
Aux =0 (1, j= 1,2, 3) es el que proyecta desde el origen la cónica 
intersección de la cuádrica dada con el Plano del infinito; se trata, por tanto, 
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un cono que no depende del sistema de coordenadas. Sus invariantes, que 
los Ls, lz, la considerados, serán también invariantes de la cuádrica de 
Son los invariantes que se utilizan en geometría analítica para 

1s ecuaciones reducidas de las A 

Ejercicios: 

1. Probar que si el proceso que ha permitido pasar del tensor ty al Te 

"repite, se vuelve al tensor primero. Es decir, siendo 1=| ts |, probar que 
adj ts 
T 

2, Con las notaciones anteriores, probar que tt=1. 

3. Paran=2, la ecuación Ass x« xy = 0 representa dos rectas que pasan 

el origen. Interpretar el significado geométrico de la anulación de los invariantes 

= An + 4a, h= Anda — Au + 


=tu. 


3. Reducción de un tensor simétrico a la forma diagonal, Sea 
lado un tensor simétrico Aiy. Se trata de encontrar un cambio de 
denadas ortogonales que lo transformen en la forma diagonal, es 
», tal que las nuevas componentes A'sy scan mulas para ¿7 3, Por 


=4 si 
At 
=0 si idj 


Según la ley de transformación de los tensores, es 
Aliy = An Qin jp + 
Multiplicando ambos miembros por 4jm y sumando respecto de j 


Are 2 dj = Al 45 Am 


) Arm in = Als Am + 
Fiste es el sistema de n? ecuaciones lineales (una para cada valor 
i yde m) que sirve para determinar los coeficientes ayy del cam- 


de coordenadas buscado. Para i fijo, las ecuaciones que resultan 
los valores m =1,2,3,...,n teniendo en cuenta (6) se pueden 


(An— 41) di + Ant +... + Ani =0 


Ay di + (An — Aa + 


Para que este sistema de ecuaciones lineales y homogéneas tenga 
ón distinta de la trivial ayy = 0, es necesario y suficiente que 
»rminante de los coeficientes sea nulo. Ésta es la condición que 
satisfacer 4%. Para i=1,2,..., mn, tenemos n sistemas de 
iones análogos al anterior, excepto en el sustraendo de los tér- 
diagonales, que va tomando los valores 4%, A Mao 0 
todos los sistemas sean compatibles, estos valores deben por con- 
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siguiente ser raíces de la ecuación de grado n (llamada ecuación 
secular); 

ÁAn—=0 An o Am 

As An —0 
A E 


Am Azn de A 0 


Una vez halladas las raíces de esta ecuación, los sistemas lineales 
(8) permiten calcular los coeficientes a5;., 

Obsérvese que si no interesan los coeficientes de la transformación 
ortogonal, sino únicamente las componentes no nulas 4”; del tensor 
transformado, basta resolver la ecuación (9) y sus raíces serán preci- 
samente las 4%. 

Éste es el esquema general del método. Falta completarlo con al. 
gunos detalles esenciales, a saber: 

1* Las raíces de la ecuación secular (9) , suponiendo el tensor Ay 
real y simétrico, son siempre reales. 

En efecto supongamos que hubiera una raíz Q imaginaria. Su 
conjugada q también sería raíz, Sea y; la solución del sistema 

(Ai, — di, 0) y, =0 (i=1,23...:2) . 

Sustituyendo € e ), por sus conjugados será también 


(Ay —dy 0) y, =0 
o sea 


AUN =0YH ) Ay =0% 


Multiplicando la primera ecuación por ); y la segunda por ys y 
sumando respecto de ¿, resulta 


AyYY ES ey , AydY = ron Y. 
Los primeros miembros son iguales, dada la simetría de As; 
luego 0 YY = CY) y como ys ys es siempre positivo, debe sere =0, 
O sea, O es real, 


2% La ecuación (9) puede tener todas sus raíces distintas, o bien 
tener raíces múltiples. Consideremos el caso en que todas las raíces 
A, Als, ...., An sean distintas. Entonces, las soluciones as; de los 
sistemas (8) son efectivamente cocficientes de una transformación orto- 
gonal. 

En efecto, consideremos los sistemas correspondientes a dos raíces, 
por ejemplo, 4”, , A'2. Los sistemas (8) a los que satisfacen Cm, Cam 
pueden escribirse en la forma condensada (7) o sea 


Amon =Aidim > Arman = A'¿ dm - 
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Multiplicando las primeras ecuaciones por dzm, las segundas por 
y restando miembro a miembro, queda 
(A', — A'z) Gm tom = Arm Qin Cam — Arm Ge zm = 0 
esto que 
As Gh Cm = Ama Com Ch = Arm Com ah + 
Por consiguiente, siendo A', % 4/2, € 2im%m = 0. Dela misma 
ra se demuestra que im im = 0 (1 7 j) . Por otra parte, puesto 
en un sistema de ecuaciones homogéneas, como el (8), las solu- 
s están determinadas salvo un factor de proporcionalidad, siempre 
ede elegir el mismo de manera que sea 
Tim Uim = 1 (la ¿ no sumada) 
lo cual, juntando con las anteriores, se tienen las relaciones dim 
= By, características de las transformaciones ortogonales. 
'Observemos de paso que, como consecuencia de todo esto, si las 
de (9) son todas distintas, el cambio de coordenadas ortogonales 
reduce Aiy a la forma diagonal, es único, salvo un doble signo 
ue resulta de la ecuación cuadrática (10) para determinar el factor de 
oporcionalidad. 
Si la ecuación secular tiene raíces múltiples, para cada una de ellas 
ál sistema (8) correspondiente deja para las incógnitas aj un grado 
le indeterminación, por encima de un factor de proporcionalidad, igual 
orden de multiplicidad de la raíz. El cambio de coordenadas orto» 
que reduce A; a la forma diagonal sigue existiendo y se calcula 
misma manera, pero deja de ser único. 
39 Por su método de obtención, está claro que las componentes 4", 
ces de la ecuación secular (9) , son siempre las mismas, cualquiera 
jue sea la representación de partida del tensor Ai. En otras palabras, 
ecuación (9) no se modifica por cambios de coordenadas. Por tanto, 
el coeficiente de 0” es siempre (—1)”, resulta: los coeficientes 
ecuación secular (9) son invariantes. 
Para n=3, estos invariantes son los lineal, cuadrático y cúbico 
"mencionados. 1 
49 Si A;; es un tensor simétrico, la expresión F = Aiy/xixj Cs 
forma cuadrática invariante. Recíprocamente, dada una forma 
drática invariante F=A;;x;x;, la ley del cociente nos dice que 
ly ¿65 un tensor. Además se puede suponer que es simétrico, puesto 
ue en caso contrario basta poner A*¡¡=Y4(Aiy + 4j1) para tener 


P=Ajyxix e FHAji) xy = Ati 
tanto se puede tomar F = A*;,x; xj, siendo A*;¿ simétrico, 


Ñ Suponiendo ya que 4; es simétrico, su reducción a la forma dia- 
Y nos dice que toda forma cuadrática invariante 
F= Ajyxix 
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puede reducirse, por un cambio ortogonal de coordenadas, a la forma 
canónica ix da 
(12) ESALRPRALR A AA 

Además, como los coeficientes A”, raíces de la ecuación secular 
(9) , ya hemos dicho que son siempre los mismos de cualquier manera 
que se haga la reducción a la forma (12) (únicamente pueden permu- 
tarse entre sí), resulta, en particular, que: el número de co.ficientes 
positivos en la forma canónica (12) (llamado índice de inercia) es un 
invariante de la forma F (ley de inercia de Sylvester). 

5 Hemos tratado la reducción a la forma diagonal de un tensor 
de segundo orden mediante transforraaciones lineales ortogonales. Ello 
obliga, según hemos visto, a resolver la ecuación algebraica (9) de gra- 
do n. El problema es mucho más fácil si se trata de reducirlo a la 
forma diagonal mediante transformaciones lineales cualesquiera, no ne- 
cesariamente ortogonales, En este caso se puede proceder por induc- 
ción, eliminando uno a uno los productos mixtos, y se llega al resultado 
mediante operaciones racionales. 


Ejemplos: 
1. Sea el tensor Ay, cuyas componentes son los elementos de la matriz 
1-4 6 
(13) 4duy= -=4 -3 -2 
y 6 -2 2 


Queremos reducirlo a la forma diagonal por una transformación ortogonal. 
La ecuación secular es 


1-0 ado 6 
—4 -3-0 -2 =-0+630+162=0 
6 -2 2-0 


cuyas raíces son 
==3, 4=92, 4=-6. 
Por tanto, la forma diagonal buscada es 
—-3 o 07 
Ay de . ¿8 0 
0 0-6). 
La transformación ortogonal que permite pasar de (11) a (12) se obtiene 
resolviendo los sistemas (8) , que en este caso son: 


4ax — taa + 64 = 0 
—44u —-240=0 
64: — 242 + 544=0 
cuya solución en función de a es 
a=—2ll4 , a=—26x 
Para Q=9, 
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—80m— tiam+6%m=0 
—44x — 124 — 202=0 
6d — 24a—70=0 
ya solución en función de 4m es 
M=—ló2 , 4M=—24a 
Para Q=— 6 
Tan — 4da + 6% =0 
—44n + 34a — 24n 
6da — 24a + 80a=0 


solución en función de au es 

m==2ló4x , 0%=-—24e. 
Los coeficientes du, da, %e se determinan por la condición de ortogo- 
.nalidad (10), o sea, z 


3 , , 7 
Gu ++ ta=904=1 , O 


Luego las transformaciones ortogonales que transforman el tensor de com- 
ponentes (13) a la forma diagonal son 


==> (a — 22 — 2%) 
1 
m=t 2x0 + xx — 2%) 


1 
n= 2 — 20 +%) + 


, Según 42, el problema equivale a reducir la forma cuadrática correspon- 
diente al tensor (13), o sea, 
Esx —3x 428-800 + 120% — 4x% 
la forma diagonal. El resultado es y 
=- 3490 6x7. 
2. Reducir a la forma diagonal la forma cuadrática 
(14) F=x +33 440%. 
E La ecuación secular es 


l-0 0 0 
o 3-e 2 =0 
0 2 e 


raíces son 1,—1,4. 
_ Por tanto, el resultado es 

15) F=xi—ii+ 4 

Si se quiere la transformación ortogonal correspondiente, tenemos los sis- 
“temas (8) , cuyas soluciones son en este caso los elementos de la matriz 
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la 0 903 

0 Ca —24n 
0 20 la 

donde ax, da, du se determinan por las condiciones de ortogonalidad, resul- 


tando du =1, 0a=x=1//57 da =k 1/4/57 
Por tanto, la transformación ortogonal que hace pasar (14) a (15), es 


1 1 
MA %= E — (1 — 255) ss == (2 da) 


5 5 
con la inversa Y d 
1 1 
a=xñ, n= -— (41423) , == E — (1 — 22%). 


v5 v5 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si Para un tensor us es uy Us =504, el determi- 
mante |uy| vale +1, 

2, Probar que si ti es antisimétrico, el determinante de las Ti, defi 
nidas por (4) es simétrico o antisimétrico según que n sea impar o par, 

3. Con las notaciones del 36.2, probar las relaciones 


0logr : Blog+ 
—= E ]—=14 + 
dt, E dh + 


4. Reducir a la forma diagonal mediante una transformación ortogonal 
el tensor cuyas componentes son los elementos de la mata 


e 8 3/2) 
8 1 2 
mo 2 . 


37, PSEUDOTENSORES O DENSIDADES TENSORIALES 


Llamando a=|a5;] al determinante de la transformación orto- 
gonal que define el cambio de coordenadas (34.4), que ya sabemos 
que vale +1, se establece así la siguiente 

Dir. 1: Se llama densidad tensorial o pseudotensor de orden Pb 
a un conjunto de n” componentes cuya ley de transformación es la 
misma que la de los tensores (34.14) , excepto que el segundo miembro 
está multiplicado por el determinante a del cambio de coordenadas. 
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Es decir, las Tus, 28, serán componentes de una densidad ten: 
si por un cambio de coordenadas toman los valores 

Tus, 06 504,4, 04,9, Tirso 1, 
Para p=0, resulta la definición de densidad escalar o pseudoes- 


, a saber; una expresión «p que por un cambio de coordenadas se 
nsforma según la ley 


y=ap. 


2. El pseudotensor o densidad tensorial de Levi-Civita. Una den- 
dad tensorial muy importante, por sus numerosas aplicaciones, es la 
lamada de Levi-Civita. Sus componentes, en el espacio de n dimen- 


sero si alguno de sus índices está repetido, iguales a +1 si la permu- 
ión (i,,i2,10, ... ,n) es par comparada conla (1,2,3,....,8) 
“e iguales a — 1 si dicha permutación es impar. 

Hay que demostrar que se trata efectivamente de una densidad ten- 
_sorial de orden n. Para ello observemos que los símbolos Es, 4, +=. 4, 


¡pueden servir para expresar abreviadamente el desarrollo de un determi- 
¡nante de orden n . En efecto, cualquiera que sea el determinante twlo 
de orden n,es 


(3) [ti ]= 84, +. 4,%s, tas, ++ ts 


“donde, en el segundo miembro, como siempre, los índices ¿ van suma- 
de la n. Para convencerse de ello basta observar que en el se- 
gundo miembro aparecen todos los términos que se pueden formar con 
“un elemento de cada fila y uno de cada columna del determinante | ti; |, 
¡con el signo +6-— según la paridad de la permutación (ix, Íz,.. .> +n) 
respecto de la (1,2,3,..., 21). Ñ 
Si en lugar de tu, ta1,... tns, se pone ty,s, tyy0j0> ln 4, el se- 
—gundo miembro será nulo si en el conjunto (jm, jz>...+¿jn) hay 
algún índice repetido (pues equivale al desarrollo de un determinante 
dos filas iguales) y si todas las ¡ son diferentes, será igual a | £i| 
si la permutación (j.,j2, ..., jn) es par, e igual a —|£i,] si es 
impar. 


Aplicando esto al determinante |as,| =a, resulta que tanto en 
el caso a= +1 como en el caso a =— 1 se puede escribir 
« CI 


lo cual nos dice que las Ek, 4, +=" 4, Se pueden considerar como com- 


¡ponentes de una densidad tensorial de orden n que toma los mismos 
"valores en cualquier sistema de coordenadas. 


son los símbolos €4 4, ...4, que se definen por ser iguales a j 


IENSORES CARTESIANOS 


Según su definición, la densidad de Levi-Civita es antisimétrica 
respecto de todos sus índices, o sea, es totalmente antisimétrica, 


Ejemplo: 
Para n=2, las componentes de la densidad de Levi-Civita son 
(4) a 077 =0 , m=pl , mel 


Para n=3 sus componentes son 
ti =0 si hay algún índice repetido, 
(5) Em = fm = 60 =-+1 


Ema = Em == fa =— 1 


3. Propiedades de las densidades tensoriales. Dualidad. Conse- 
cuencias inmediatas de la definición de densidades tensoriales son las 
siguientes: 

a) La suma o diferencia de densidades tensoriales de igual orden 
es otra densidad tensorial del mismo orden, 

b) El producto de una densidad tensorial por un tensor es una 
densidad tensorial. 

e) El producto de dos densidades tensoriales es un tensor, 

d) Las derivadas parciales de las componentes de una densidad ten- 
sorial son componentes de una nueva densidad tensorial de orden supe- 
rior en una unidad, 

€) La contracción de índices Puede realizarse para densidades ten- 
soriales lo mismo que para tensores, resultando una nueva densidad 
tensorial de un orden inferior en dos unidades. 

Como consecuencia de estas propiedades y de la definición de 
la densidad de Levi-Civita, a todo tensor totalmente antisimétrico 
bo s, de orden p<n se le Puede hacer corresponder la den. 
sidad tensorial de orden n— p siguiente, llamada adjunta o dual del 
tensor primitivo 
(6) Tibia 119 ita TADA 

Análogamente, a toda densidad tensorial totalmente antisimétrica 
Ida ...t, de orden p<n, le Corresponde un tensor adjunto o 


dual de orden n— p definido por 


1 
(7) da In pida or dy tada > Ti btp. 


Ejemplos: 
1. Consideremos el espacio ordinario, 1=3. A todo tensor de segundo 
orden antisimétrico tyy le corresponde la densidad vectorial dual 
1 


(8) Es = 7 ota 


cuyas componentes son 
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T=t , D=ta »,) T=te. 
Por ejemplo, de dos vectores us, 0, se deduce el tensor ty = Us Us — 4 Va 
éste la densidad vectorial o pseudovector (9) que no es otra que el pro- 
vectorial de us por Uy, que con la notación actual se puede escribir 
(u A o)e = Ej Us Da 
En particular, el momsnto de un vector us aplicado en el punto x1) %a, 
“respecto del origen de coordenadas es el pseudovector (4.13) 
Ma —= Lijn Xy Un 
Análogamente, de un vector us se deduce, por diferencia de derivadas 
cruzadas, el tensor yy = 4.4 — Us, y de aquí la densidad dual, que 
"precisamente el rotor de us, que con la notación actual se escribirá 
TE= Ei ts 
2, Si ti 4 ==» «, esun tensor de orden n totalmente antisimétrico, tiene 


sola componente estricta T= fu...., pues cualquier otra o es nula o bien 
lo +1 6 —T. Se puede escribir 


A 
A di 1%2 ” 12 n 

) que nos dice, teniendo en cuenta las leyes de transformación de ts, +..4, 
La. 4, ques la única componente estricta de un tensor totalmente anti- 
o de orden n, es una densidad escalar. 


¡JERCICIOS 
1, Probar que 


ey to = Dd — dnd 
2, Probar la identidad 

eu Oya = tam diy + 2009019 + £10 009 
3, Probar la relación 


... e .. =n1 
AN 


4. Si us, vs, 104 son tres versores ortogonales entre sí, probar que es 


u y ES 
ty =| ve 7) EN 
we y Y 


iendo que para ¿=1, j=2, k=3 el determinante del segundo miem- 


o valga +1. 
5. Enunciar y probar la “ley del cociente” para tensores y pseudotensores. 


Ejemplos: 
a) Si el producto Tuy Ds es un pseudotensor Sy» cualquiera que sea el 
or vs, entonces Tuy es un pseudovector. 
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b) Si cualquiera que sea el pseudotensor V», el producto Tay Vas es 
un pseudoescalar, entonces Ty es un tensor. 

c) Si, cualquiera que sea el pseudovector V,, el producto Ti Vs es un 
escalar, entonces T4 es un pseudovector. 

6. Probar que el cuadrado del módulo T,T+ de un pseudovector es un 
invariante escalar, 

7. Probar que el producto vectorial de dos pseudovectores, para n=3, 
es nuevamente un pseudovector. 


38. TENSORES CARTESIANOS ISOTRÓPICOS. UNICIDAD 
DE LOS OPERADORES VECTORIALES ELEMENTALES 


1. Tensores cartesianos isotrópicos. Dadas las componentes de un 
tensor o de un pseudotensor en un sistema de coordenadas, las fórmu- 
las de transformación 34.21 ó 37.1 permiten calcular sus componentes 
en cualquier otro sistema. En general, las nuevas componentes son dis- 
tintas de las primitivas. Sin embargo, hay algunos casos particulares en 
que las componentes resultan las mismas en cualquier sistema de coor- 
denadas. Ya vimos, por ejemplo, que esto sucede con el tensor di, de 
Kronecker (36.1) . Esto conduce a la siguiente: 

Der. 1: Los tensores o pseudotensores que tienen las mismas com- 
Ponentes en cualquier sistema de coordenadas se llaman isotróprcos. 

Vamos a dar algunas proposiciones notables referentes a los tenso- 
res o pseudotensores isotrópicos. En todos los enunciados que siguen 
excluimos el caso trivial del tensor o pseudotensor nulo (todas sus com- 
ponentes nulas) que evidentemente es isotrópico. 

a) No existen vectores ni pseudovectores isotrópicos. 

En efecto, tomando un sistema de coordenadas con el eje x, coin- 
cidente con la dirección del vector (o pseudovector), todas las compo- 
nentes del mismo serán nulas menos la primera. Haciendo un cambio 
de ejes de manera que sca el eje x, el que coincida con la dirección del 
vector, la única componente no nula será la segunda y, por tanto, las 
componentes ya no son las mismas anteriores, 

b) Los múltiplos 15;, (%= escalar) del tensor de Kronecker son 
los únicos tensores isotrópicos de segundo orden. 

En efecto, supongamos que u;, sea isotrópico. Sean ¿, j dos ín- 
dices fijos cualesquiera, Consideremos el cambio de coordenadas orto- 
gonales 
(1) E A A 
Para todo m distinto de ¿,¿. Por ser u;j un tensor, debe ser 

Uli = Qin Ah Uns = Agp iy = — Uy 
y si es isotrópico, debiendo ser u';, = Us¿, resulta uyy =0, 
Por otra parte, por el cambio de coordenadas ortogonales 
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q E 

“y las demás coordenadas invariables, debe ser (con las ¿ y las j no 
sumadas) 
Uli; = Gin Qin Una = Gig Ujy = Uy 
y por tanto, llamando 4 al valor común de las componentes que tienen 
dos índices iguales, resulta que efectivamente debe ser us = 19; . 

e) No existen pseudotensores isotrópicos de segundo orden, excepto 
para el caso n=2, en el cual los únicos pseudotensores isotrópicos son 
"los múltiplos del de Levi-Civita. 
En efecto, supongamos que sy sea ahora un pseudotensor isotró- 
“pico de un espacio euclidiano de dimensión rn >2. Sean ¿,¿ dos 
Índices distintos cualesquiera y fijemos un tercer índice k. Considere- 
mos el cambio de coordenadas 
1(2) E li 7 E E E 
- para todo m distinto de ¿,j,k. Este cambio de coordenadas es orto- 
'gonal y su determinante vale +1. Por tanto 
Ul iy = Qin Qju Una = Ah Ugg == — y 
y si u'iy debe ser iguala uyy, resulta us =0. 
Para las componentes de índices iguales, fijemos un índice ¿ y 
- consideremos la transformación 

== y) Km Km 
para todo m distinto de ¿. El determinante de los coeficientes de 
esta transformación ortogonal vale —1 y por tanto se tiene (con la 
ho sumada) 
U iy = — Qin Cir Ue = ix Un = — 

y por tanto, también us =0, Por consiguiente todas las componentes 
resultan nulas, lo que prueba el enunciado, 

Para el caso n=2, no se puede hacer el cambio de coordenadas 
(2) y efectivamente en este caso existe, como sabemos (37.2), el 
pseudotensor o densidad de Levi-Civita, que para n=2. resulta ser 
(3) tuM=0 , e6=0 ,. Es=l , t=-1. 

Que los múltiplos de este pseudotensor son los únicos que son iso- 
trópicos se demuestra por los mismos cambios de coordenadas ya con- 
siderados para los tensores. 

d) En el espacio de tres dimensiones (n=3) , no hay ningún ten- 
sor isotrópico de orden tres. 

En efecto, si u;jz fuera isotrópico, por el cambio de coordenadas 
ortogonales 


sería 


A a E 
Uijk = Qim Qjp Crq Umpg = — Uijr 
para cualquier terna de índices (distintos o no). Por consiguiente 
Uy = 0. 
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e) En el espacio de tres dimensiones (n=3) los únicos pseudo- 
tensores isotrópicos de tres índices son los múltiplos del pseudotensor de 
Levi-Civita, 

En efecto, sea u;jx un pseudotensor isotrópico. Consideremos los 
tres casos posibles siguientes: 

1, Componentes con los tres índices iguales. Sea usi (las 2 no 
sumadas) una de ellas, Por el cambio de coordenadas 

EL E EA 


(i, j, k diferentes) debe ser 
Uii4 = — Qi Op Ciq Umpg = — Usa 
y por tanto u;¡;¿=0. 

2. Componentes con dos índices iguales. Sea us una de ellas 
(como antes y en todo lo que sigue, los índices repetidos no van su- 
mados). Por el cambio 

A 7 E 
(i, J, k diferentes) debe ser 
Uni = — Qi Gip Qjq Umpa = — Ussy 
y Por tanto u¡y¿=0. 

3. Componentes con los tres índices distintos. “Vamos a demostrar 

que 


(4) Urza = Mag = ara 
y también 
(5) Usas = — Ugg = — 1 = — las + 


Para probar la primera igualdad (4) basta considerar el cambio 
E E E EA 
cuyo determinante es +1 y por el cual, siendo us isotrópico por 
hipótesis, debe ser 
Urzz = Gym Gp U3q Umpg = Uosr 
Análogamente se prueba la segunda igualdad (4). Para la pri- 
mera igualdad (5) basta considerar el cambio 
e E E 
de determinante —1, Deberá ser 
Urza = — Qi Cop yq Umpg = — Uygp + 
Análogamente se prueban las otras igualdades (5) y con ello, po- 
niendo uy =2, queda probado que ui =2€sjx de acuerdo con el 
enunciado, 


2. Unicidad de los operadores vectoriales elementales. Hemos es- 
tudiado en la primera parte y también en esta segunda (35.5) los ope- 
radores vectoriales elementales: gradiente, divergencia, rotor y laplacia- 
no. Lo importante de ellos es que conservan la misma forma en cual- 
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sistema de coordenadas cartesianas ortogonales. Por ejemplo, dada 
función escalar p=4p (e, y, z) , el gradiente es siempre el vector 
componentes «Pa > Py, $. cualquiera que sea el sistema de coorde- 

cartesianas ortogonale: al que se refieren x, Y, 2. 
Cabe la duda de si estos operadores son o no los únicos que gozan 
dicha propiedad de conservar la forma por cambios de coordenadas. 
ejemplo, con las derivadas Qs, Py > Pr> además del gradiente, ¿no 
5 posible formar otros vectores cuyas componentes sean, por ejemplo, 
Pa Pr 2 e» Pets 
| cuya forma se conserve en cualquier sistema de coordenadas carte- 
siano y ortogonal? 
Análogamente, con las nueve derivadas parciales 44,¿ = 0ui/0xy 
(i,j= 1,2, 3) se puede formar el rotor, de componentes 

Usa Uas y Uns Usa > Ue Una 
¡pero cabe la duda de si podrán existir otros vectores o pseudovectores 
5 componentes estén formadas por combinación lineal con coefi- 
¡cientes constantes (los mismos en cualquier sistema de coordenadas car- 
“tesianas ortogonales) de las derivadas u;,,, como sería por ejemplo 
A A o 

Los resultados sobre tensores isotrópicos del múmero anterior nos 
van a permitir aclarar completamente el problema, 

Tror. 1: Como combiración lineal con coeficientes constantes (los 
mismos en cualquier sistema de coordenadas cartesianas ortogonales) de 
las componentes us de un vector general, no se pueden formar más 
vectores que los de componentes du; ().= escalar) . 

En efecto, si v; = %jjuj fueran componentes de un vector para 
cualquier vector us, por la ley del cociente (35.6) las dy serían com- 
ponentes de un tensor, que por hipótesis tendría las mismas componen- 
tes en cualquier sistema de coordenadas cartesianas ortogonales. Por 
tanto sería un tensor isotrópico y según la propiedad b) del subapartado 
anterior sería %4y =1.85,, con lo cual queda us = Aus de acuerdo con 
el enunciado. 

Si us es el gradiente de un escalar q, el teorema nos dice: 

CoroLario 1: Los únicos vectores cuyas componentes son combi- 
naciones lineales con coeficientes constantes (los mismos en cualquier 
sistema de coordenadas cartesianas ortogonales) de las derivadas par- 
ciales de un escalar y, son los múltiplos del gradiente, 

Por la propiedad c) del número anterior, con las condiciones del 
teor. 1, no se puede formar con las componentes u; ningún pseudo- 
vector, excepto en el caso del plano, en el cual, a partir de cualquier 
vector u, , uz, se puede formar un único pseudovector (salvo un factor 
constante), que es £sy u;, o sea, el de componentes 42, — 1, Como 
ya vimos directamente en 11.3. 
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Tror. 2: Como combinación lineal con coeficientes constantes (los 
mismos en cualquier sistema de coordenadas cartesianas ortogonales) de 
las derivadas parciales u;¿ de las componentes de un vector u;, el 
único invariante que se puede formar, salvo un factor constante, es la 
divergencia. 


En efecto, igual que en el caso anterior, de 2; u;,; = invariante y 
las condiciones del teorema, se deduce que 2i¿ debe ser un tensor iso- 
trópico y, por tanto, 2i;=20;,. De aquí que el invariante sea 
204, us, =d us; de acuerdo con el enunciado, 

En particular, si u;=,; = grad. y, resulta: 


CoroLarto 2: Como combinación lineal con coeficientes constan 
tes (los mismos en cualquier sistema de coordenadas cartesianas ortogo= 
nales) de las derivadas segundas de un escalar «p, el único invariante 
que se puede formar, salvo un factor constante, es el laplaciano. 

Si en el teor. 2 se pide que-la combinación lineal dé lugar a un 
pseudoescalar, según la proposición c) del número anterior únicamente 
hay solución para el caso del plano, en cuyo caso se tiene Ej 4ij= 
1,2 — Ua,, Que ya sabemos (11.4) que es un pseudoescalar. 

Los teoremas 1 y 2 valen para cualquier número de dimensiones. 
Para el caso del espacio ordinario, n=3 . vale además el 


Tror, 3: No existe ningún vector cuyas componentes estén forma- 
das por combinaciones lineales con coeficientes constantes (los mismos 
en cualquier sistema de coordenadas cartesianas ortogonales) de las pri- 
meras derivadas parciales de las componentes de un vector general us. 
En cambio, existe, en las mismas condiciones, un pseudovector, que es el 
rotor de us, el cual es único salvo un factor constante, 

En efecto, con las condiciones del enunciado, de la relación v; = 
= lus Ujx, en la cual o; es un vector, 2;;x debe ser un tensor isotrópi- 
co que según la propiedad d) del número anterior sabemos que no existe. 
En cambio, si 2; es un pseudovector, l;;x debe ser un pseudotensor y 
Por tanto, por la propiedad e) , es de la forma Ae; el cual da lugar 
al pseudovector 2 £sjx u;x que efectivamente es, salvo el factor 2, el 
rotor de us. 


EJERCICIOS 


1, Probar que el único invariante de segundo grado que se puede formar 
con las componentes de un vector es el cuadrado de su módulo, 

2. Probar que el único invariante de segundo grado que se puede formar 
con las componentes de dos vectores es una combinación lineal con coeficientes 
constantes de su producto escalar y de los cuadrados de sus módulos. 

3. Probar que, para n=3, como combinación lineal con coeficientes 
constantes de los productos de las componentes de dos vectores no se pueden 
formar las componentes de ningún vector; en cambio se puede formar un único 
Pseudovector, que es el producto vectorial de ambos vectores. 
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4. Siendo p=0(x, y, 2) un escalar y a una constante, probar que 
Que (* — q) + qu? — 97) + Qu (d — 97) + 


(UL Que a o — 2 os Do Ya — 2 oz Da Da ) 
es un invariante. 


39. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPÍTULO VIH 


1. Tensor isotrópico de cuarto orden. Por un razonamiento un poco largo 
se puede demostrar que el único tensor isotrópico de cuarto orden es de la forma 
com = 281 dn +40 01 + 181 dy 

con A, yu, v factores escalares. 

2. Invariantes de un tensor de segundo orden en el espacio de tres di- 
.mensiones, Nos proponemos buscar todos los invariantes independientes de un 
tensor de segundo orden As, del espacio ordinario de tres dimensiones. 

Si 44 es simétrico, al reducirlo a la forma diagonal quedan únicamente 
tres componentes 4',, A',, A's. Por otra parte, sabemos que existen los inva- 
riantes lineal, cuadrático y cúbico, que una vez reducido el tensor a su forma 
diagonal son: 

(DD) L=A 1 + AMA, == AMAN AMA AMA Di AAN 

Cualquier otro invariante del tensor 41, debe ser expresable mediante las 
tres componentes A',, A'z, A's y por tanto mediante los invariantes l,, la, ls. 
En consecuencia: 

Un tensor simétrico de segundo orden del espacio ordinario tiene los tres 
invariantes fundamentales (1) , con los cuales pueden expresarse los demás. 

Si no se ha reducido a la forma diagonal, los valores de 1,, Za, ls son 
los dados en 36.2, sección c). 

Si 44, no es simétrico, descomponiéndolo en su parte simétrica y su parte 
antisimétrica, y ns, la primera a la forma diagonal (lo que da las tres 


componentes A',, 4'z, A's), quedan las componentes de la parte antisimé- 
trica, a 


1 t 1 
B=- (Anda) , B= (da Am) , Do (4a— Am) , 
las cuales, puesto que se pueden escribir 
(2) B= > Ey Ay 


son componentes de una densidad vectorial o pseudovector, 

Quedan así, en total, seis componentes, por lo cual el tensor primitivo no 
Puede tener más de 6 invariantes independientes, puesto que todos ellos deben 
poder expresarse mediante estas componentes. Los 6 invariantes fundamenta- 
les, de los cuales se puedan deducir todos los demás, pueden ser los 3 (1) ya 
encontrados, más otros 3 cualesquiera formados con las componentes Á« y 
Bs. Los más simples son 


(3) 


B, 
da= Ars Az Bi Ba 
En resumen: 
Todo tensor de segundo orden del espacio ordinario de tres dimensiones, 


tiene a lo sumo seis invariantes independientes, los cuales pueden ser los (1) 
más los (3) . 
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CAPITULO IX 


APLICACIONES DE LOS TENSORES CARTESIANOS 


40. EJEMPLOS DE TENSORES CARTESIANOS, 
APLICACIONES A LA ELASTICIDAD 


1. El tensor de inercia. Sea un sistema de puntos Pa de coorde- 
nadas x*,xP,x8 (h=1,2,...,n) en cada uno de los cuales se 
considera una cierta masa Mm. Dada una recta por el origen de coor- 
denadas O, determinada por el versor L de componentes l;, si la 
distancia de Ph a ella es d;, se llama momento de inercia del sistema 
de puntos respecto del eje que contiene L a la suma 


1=3 mé. 
ha 


Queremos calcular 7 a partir de las componentes 1; . Para ello ob- 
servemos que la proyección OH de OP, sobre Les el producto es- 
calar L por OP,, osea, xl; (la ¿ sumada de la 3). Por tanto 

de = (x0)*+ (22)? + (28)? (2) 1,)2 
que teniendo en cuenta la relación 1; l=1 , Permite escribir 
(1) 1= 15h 
siendo 


» » 
Lu = E ma((42)? + (18)3) 3 Ly = la =-— Emb 


” 
La = E mxpxr 
ha 


(2) la=Emt(2* + (0), La 


z a 
IE ml), la =L,=-2mxprb 


Por su definición, el valor de 7 (para cada versor 1;) no depende 
del sistema de coordenadas, o sea, es un invariante. Por tanto, la rela- 
ción (1), según la ley del cociente (35, b, a), nos dice que las 1; son 
componentes de un tensor, que además es simétrico, como se observa por 
los valores de sus componentes. Es el llamado tensor de inercia, 
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La ecuación 14, xi x¡= 1 representa el llamado elipsoide de inercia. 
Para las coordenadas de sus puntos es x;=li/1'% y por tanto, para cada 
“dirección L, la longitud del radio vector desde el origen al elipsoide 
vale e= (x; 11) =1/1% lo que da una interpretación geométrica del 
momento de inercia, 


A 2. Tensor de deformación. Supongamos un cuerpo que se deforma 
bajo la influencia de fuerzas exteriores o por cambios de temperatura. 
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Si se supone que la deformación es infinitesimal, ésta puede expresarse 
por un tensor simétrico es, llamado tensor de la deformación, que 
vamos a definir. 

Sean P (xs) , Q (11) dos puntos del cuerpo, de coordenadas *4, 
Ys respectivamente. Si k representa la distancia PQ y li el versor 
correspondiente a la dirección PQ, será ys = xi +h l;. Supongamos 
que después de la deformación el punto P pasa al punto P (x1 +44) 
ye Q al Q! (x1 + hl +0) . Los vectores us, vs son los que dan 
la deformación en los puntos P, Q. respectivamente. 

La distancia P'Q está dada por 

4744 


0) Par=iamhta—u)= 0 +2 2) 


puesto que l; es de módulo unidad y se han despreciado los términos 
cuadráticos en us, 1, por suponer estos vectores de deformación infi- 
nitésimos de primer orden. 

Por otra parte, vs es el vector de la deformación en Q y por 
tanto, suponiendo h pequeño y limitando el desarrollo de Taylor a 
los términos de primer grado, es 

0 = 4 (xi, Fl) == + hd 
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donde el miembro intermedio indica el valor de la función u; en el 
Punto x:+hkl. 
Por consiguiente (3) da, limitándonos siempre a términos de primer 
grado en u;, 
PQ =(1+206,4419=h(1+w6,k1). 


El cociente 
PQ-PQ 
PQ 


se llama deformación en el punto P según la dirección !;. Introdu- 
ciendo la notación 


= 44h 1 


(4) dr (us, + u5) 


se puede escribir 
(4) e=eyll,. 

Las expresiones €;; son componentes de un tensor puesto que cons- 
tituyen la parte simétrica del tensor derivado del vector deformación. 
Este tensor simétrico es, se llama tensor de la deformación. Mediante 
el mismo, la fórmula (4) permite calcular la deformación según cual- 
quier dirección l;. 

El invariante lineal es; es igual a la divergencia de u; y tiene en 
este caso un significado simple. En efecto, siendo x= x; + us las 
coordenadas de P”, el elemento de volumen dD? correspondiente a 
ese punto, transformado (o deformado) del elemento dY correspon- 
diente a P, estará dado por el producto exterior de las diferenciales 
dxei=dx + uyjdxy, y por tanto, limitándonos a términos de pri- 
mer grado en las u; y sus derivadas parciales, resulta 

dV'=(1+u,5) dV 


o sea, 
dv 
(5) MERA 


Esta expresión se llama dilatación del medio, 


3. Tensor de tensiones. Consideremos un medio continuo (un 
fluido o un cuerpo elástico cualquiera) en equilibrio, Imaginemos den- 
tro del mismo una superficie cerrada $. Si se supone por un momento 
que la parte del medio exterior a $ desaparece, para restablecer el 
equilibrio deberá someterse esta superficie a ciertas fuerzas: sea Tdo 
la fuerza correspondiente al elemento superficial do. El vector T re- 
Presenta la fuerza por unidad de superficie y se llama vector de tensión. 

Consideremos el caso en que $ sea un pequeño paralelepípedo 
rectángulo de aristas paralelas a los ejes coordenados. Sea P un vér- 
Sy Toy Eo Eo. los wectorés de tensión correspondientes a las 
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tres caras concurrentes en P, Estos tres vectores tienen en total nueve 


Ey =Túy 

"que son las componentes del llamado tensor de tensiones o de esfuerzos. 
Hay que demostrar que las E; son componentes de un tensor, 

Para ello observemos que la tensión T correspondiente a un elemento 

«superficial do por P se puede calcular considerando un tetraedro 
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elemental formado por paralelas a los ejes coordenados por P y un 
plano paralelo a la dirección del elemento do. Puesto que la tensión 
'T do sobre la cara opuesta a P, cuando esta cara tiende a pasar por 
P. por tender a cero el volumen del tetraedro, debe equivaler a las ten- 
siones Tí, do, , Tis dos, Tis) do, correspondientes a las otras caras, 
debe ser y 
(7) Tdo= Ta) do, + Tier do: + Ti dos . 

Además, siendo las proyecciones de do sobre los planos coordena- 
dos precisamente las do;, las componentes del versor normal N a do 
serán Ni; = dos/do y por tanto puede escribirse 


T= Tau Ni 
o bien, igualando las componentes, 
(8) Ty = Tuy Ni = Ei Ni. 


Como el primer miembro es un vector y, además, la igualdad debe 
valer para cualquier elemento do, o sea, para cualquier versor N, 
la ley del cociente nos dice que Es, es efectivamente un tensor. 

La igualdad (8) es la que permite calcular la tensión Ten la 
dirección normal a N, a partir del tensor de tensiones Es;. 

Obsérvese que Es; resulta un tensor debido a las condiciones físicas 
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del problema, que permiten escribir (7) . Si las Ti) fueran tres vec» 
tores cualesquiera, sus componentes no Podrían tomarse como compo- 
entes de un tensor, como es evidente según su ley de transformación. 

Ecuaciones de equilibrio. Veamos ahora la relación entre las fuer- 
zas que actúan sobre un elemento de volumen del medio y las tensiones 
sobre la superficie del mismo elemento. 

Consideremos de nuevo el paralelepípedo rectángulo S con un 
vértice en el punto P y aristas Ax,, Ax,, Ax,. Si F es la fuerza 
Por unidad de volumen que actúa sobre el medio, la que actúa sobre 
el volumen AV = Ax, Ar, Ax, de $ será FAV. Si el medio 
está en equilibrio, esta fuerza debe ser equilibrada por la suma de las 
tensiones que actúan sobre las caras de $ . La tensión corres- 
pondiente a la cara que pasa por P y es perpendicular al eje x,, es 
Tay (%1, X2, xa) Ax, Ax, y la correspondiente a la cara paralela es 
Ta) (1 + Ár,, x2, x3) Axe Axs 3 la resultante de ambas será 
(9) (To (a + Ars, 0, 33) — Ton (£1, xo, 23) Ary Axa = 

= Ti AV. 

Haciendo lo mismo con las tensiones correspondientes a las caras 
perpendiculares a los ejes x». x. y escribiendo que la suma de estas 
tensiones más la fuerza FAY debe ser nula (primera condición de 
equilibrio), resulta 
(10) F+ Tis =0 


Ésta es una ecuación vectorial. Descomponiéndola en sus compo- 
hentes, se puede escribir F; + T¡s),, = 0, o sea 
(11) PI+Ens=0. 

Estas ecuaciones nos dan las componentes de la fuerza por unidad 
de volumen en función del tensor de tensiones. 

Las segundas condiciones de equilibrio se obtendrán escribiendo 
que los momentos de la fuerza y de las tensiones respecto de los ejes 
coordenados deben tener la resultante mula. El momento de FAV 
(fuerza aplicada en el punto P (x, ,x2, xx)) . respecto del eje x,. se» 
gún 37.12 es € xi Fr AV. El momento de Ty Ax, A x.. análoga: 
mente. es er xi Ti Ax, Ax, y la resultante entre este momento y 
el correspondiente a la cara opuesta del naralelepípedo rectángulo S 
análogamente a (9) será (ex, Tom) AV. 

De igual manera. los momentos resultantes de las tensiones de las 
otras caras respecto del mismo eje x, valen (ex: Tex). AV y 
(6umxs Ten ix) a AV respectivamente. Por tanto la condición de equi- 
librio respecto del eje x, es 
(12) E Pa + (ex Tis) =0 . 

Como la misma condición debe valer para los otros ejes x2, x3 
se puede escribir, en general, 
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tp Xi Fx + (6x1 Em) 5 =0  (s=1,2,3) 


Eajo (%1 Fi + x¡ Ens + Ej) =0 (s=1,2,3) + 
Teniendo en cuenta (11) , estas ecuaciones dan 
Esjr Ejz = 0 (s=1,2.3) 
de las cuales se deduce que cebe ser 
(13) Em = Ex 


0. sea: el tensor de tensiones is simétrico, 


4. Tensor elástico. La tersión, definida por Es, y la deformación, defi- 
nida por e, de un medio elístico, son fenómenos relacionados entre sí. Es 
fecir, las Es, son funciones de las es. En primera aproximación y para de- 
iones pequeñas se puede suponer que las Es, son funciones lineales de 
€s1, es decir 

14) En = Cijum Cam 


que es la expresión exacta de la llamada ley de Hooke: las tensiones son pro- 
ercionales a las deformaciones. 
Esta relación (14), junto con la ley del cociente, nos dice que las csm 
“son componentes de un tensor: se llama tensor elástico. Si las c«jmm toman los 
mismos valores en cualquier sistema de coordenadas (es decir, son componentes 

“de un tensor isotrópico), el medio se llama isótropo. En este caso se demuestra 
jue es 
15) Ey = 108, + 21.44 
siendo 0=em la dilatación (5) y %, w dos escalares que dependen del medio 
(coeficientes de elasticidad de Lame). 

En vez de A, es costumbre utilizar el llamado módulo de Young E y la 

razón de Poisson a, definidos respectivamente por 


14(314+2u) A 
16 AAA PERO 
po +p y 2 (14m) 
de donde se deduce, recíprocamente, 
E a sE AE. 
"(1-20 (1+0) 2 (140) 
Con esto, (15) se puede escribir, despejando. ey Ñ 
ES “08 
(18) mb + RA 
o bien todavía, introduciendo el invariante 0,=Zu=(3)+2H) 0, 
140 o 
(19) = z Eu — q 000 


Las fórmulas (11) , (15) y (4) permiten expresar la fuerza Fy por unidad 
de volumen en función del vector de la deformación us. En efecto, sustituyendo 
en (11) los valores (15) y (4) resulta, recordando que 0=e4, 


(20) Py+ (+4) us +14 4u =0 
o bien, mediante los coeficientes E y 0, 
E 1 
(21) alt 4u]=>o. 


Estas fórmulas nos dan la expresión de la resultante Fs de las fuerzas 
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internas del medio que equilibran las tensiones que actúan sobre los elementos 
superficiales del mismo, Si hay, además, ciertas fuerzas externas de resultante 
Ry por unidad de volumen, para que haya equilibrio deberá ser R,=F), y si 
no hay equilibrio, sino deformación (o sea, movimiento), las ecuaciones funda- 
mentales de Newton (fuerza =masa . aceleración) se escribirán 


Puy 
(22) e 3E =R;, —F, 
siendo Q la densidad del medio, o sea, 
(23) a 
rl din a 


que son las ecuaciones fundamentales de la dinámica para medios elásticos. 

Movimiento de un fluido viscoso: ecuaciones de Navier-Stokes, Es fácil 
pasar de la ecuación última a la que rige el movimiento de los fluidos viscosos. 
En éstos, las capas contiguas se influyen mutuamente, originando unas fuerzas 
sobre cada elemento superficial (viscosidad) que pueden equipararse a las ten- 
siones de loy medios elásticos. Análogamente al tensor Es, se tiene ahora un 
tensor de tensiones Ps, y análogamente a es, se tiene un tensor de deforma- 
ción 01, ; el vector deformación us será ahora el vector velocidad, La única 
diferencia es que en la relación (15) hay que añadir la tensión producida por 
las presiones, que se supone igual a —pbdiy (p es la presión, función de 
punto), quedando 
(24) Py = 21404 + 208, — pd 
siendo ahora 0= 0%. 

Con esto, la ecuación análoga a (20) es 
(25) Fy+ (14m) us + 4Aus —p4=0. 

El coeficiente p se llama ahora coeficiente de viscosidad y se representa 
por 51. Ciertas hipótesis físicas conducen a que en todos los casos debe ser 
Pu =—3 p, con lo cual, puesto que, según (24), es Pu = (21 +31)0 —3), 
debe ser 24 +32 =0, 2 =-— (2/3)m. Las ecuaciones (25) quedan así 


(26) Fj+ 00 +nAuy-=p1=0 


y las ecuaciones del movimiento, si las fuerzas exteriores tienen la resultante Ry 
(por unidad de masa) , queda, análogamente a (23), pero siendo ahora us 
el vector velocidad, 

du, 


3 
(27) mem] am + E 0 


que son las ecuaciones fundamentales para el movimiento de fluidos viscosos, 
llamadas ecuaciones de Navier-Stokes. 


41, EL ESPACIO - TIEMPO. LA RELATIVIDAD ESPECIAL 


1. El espacio de cuatro dimensiones. El espacio afín de cuatro 
dimensiones, n= 4, tiene especial importancia en la teoría de la re- 
latividad de Einstein. Conviene, por tanto, señalar algunas propiedades 
particulares de los vectores y tensores de este espacio. Representemos 
por E, el espacio de las coordenadas x,,x2,X2, Xa y por Es el es 
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pacio de tres dimensiones correspondientes a X1,Xz, Ys. En el caso del 
espacio-tiempo, Es es el espacio físico ordinario. 

Se cumplen entonces lo; siguientes teoremas. 

Tror. 1: Las tres primeras componentes de un vector (pseudo- 
vector) us; de E,, son componentes de un vector (pseudovector) de 
Es; la cuarta componente u, es un escalar (pseudoescalar) de Es. 

En efecto, los cambios de coordenadas ortogonales 44 = dix Xx de 
E, con las condiciones 
(1) a=0 , 44=0, au=1 (i=1,2,3) 
son los cambios de coordenzdas ortogonales de Es. Por tanto, si por 
hipótesis es u4 = diu (k= 1,2, 3, 4), en el caso particular de 
cumplirse (1) será u'% = cit (k = 1,2, 3) y 4 = ta, lo que 
prueba el enunciado. 

En el caso de tratarse de un pseudovector o densidad vectorial, la 
demostración es idéntica, puesto que con las condiciones (1) , los de- 
+ terminantes de las transformaciones de E, y Es son iguales. 

Tror. 2: Si Fiy es un tensor (pseudotensor) de E, , sus compo- 
nentes correspondientes a i,)=1,2,3 son componentes de un tensor 
(pseudotensor) de Es; las componentes Fis, así como las Fu (i=1, 
2,3) son componentes de un vector (pseudovector) de Es Y Fue 
es un escalar (pseudoescalar) de Es. 

En efecto, las fórmulas de transformación F'y = Gin aj Fm (los 
índices variables de 1 a 4) para el caso de transformaciones con las con- 
diciones (1) dan F'iy = aan Fm (i,j, hk= 1,2,3)., lo que 
prueba la primera afirmación. 

De análoga manera, las fórmulas F'44 = ix aa Fi», Fl = aan tin Ens 
y Fs = aun aux Fm, en el caso de cumplirse (1) dan, respectivamente, 
Fu=au Fm , Pau=aFa , Fu=Fu (i,k=1,2,3) 
lo que prueba el resto del enunciado, De igual manera se procede para 
pseudotensores o densidades tensoriales. 

Teor. 3: Si Fi, es un tensor antisimétrico de Es, las compo- 
nentes (Fi, Fas, Fay) son componentes de un vector de Es y las 
(Fas, Fs, Fi) son componentes de un pseudovector de Ex. 

En efecto, la primera parte está contenida en el teor. 2 y la se 
gunda también, considerando la densidad dual F*y¿= Ya esa Fi para 
la cual es F*=Fn, Pu =Fa, Piu = Fu. 


2. El espacio-tiempo de Lorentz-Minkowski. Representemos pol 
X1, X2, Xs las coordenadas espaciales o coordenadas del lugar en que 
un suceso ocurre y por t el tiempo. Las coordenadas de un punto del 
espacio-tiempo son X1,X2,%> Í. 

Consideremos el espacio afín de 4 dimensiones cuyas coordenadas 
Sean Ni, X2, Xa, E. Para que su geometría sea útil en la física, se ha 
visto que no debe considerarse como vr espacio euclidiano, sino que 
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la distancia entre dos sucesos (ka, %2, %, 1) MESE EAN $9) 
debe calcularse por la fórmula 

(2) = (0 —2)P 4 (40, 22) 2 + (90, — xs)? — 6% (19 — y)2 
donde c esuna constante, que se suele considerar jgual a la velocidad 
de la luz, pero que Puede tener cualquier valor Por un cambio de unidad 
en la medida del tiempo, 

Der. 1: Se llama espacio de Lorentz-Minkowski al espacio afín 
de 4 dimensiones, en el cual la distancia entre dos puntos está dada 
por la fórmula 1378 

Para dos sucesos de coordenadas (16,1) y (5 + dx, t+dt), 
la distancia entre ellos o distancia elemental ds del espacio-tiempo 
resulta 
(3) de= df + dr da t—oda. 

Decir que la expresión (2) da la distancia entre dos sucesos sig- 
nifica únicamente que ella tiene un valor bien determinado, indepen- 
diente del sistema de coordenadas. Es decir, que es un invariante. Así 
Como las transformaciones lineales que dejan invariante la distancia eu- 
clidiana son las transformaciones ortogonales, las transformaciones linca- 
ha que dejan invariante la distancia (2) se llaman transformaciones de 

orenta, 


Para poder aplicar a este caso todo lo dicho para el caso eu- 
clidiano, basta sustituir la cuarta coordenada t por la 
(4) =ict o, i=y]1 
Y por tanto x% =:¿ct", con lo cual la fórmula (2) toma la forma 
euclidiana 
(5) *=(x%,—x,)2+ (04 — 294 (1% — 29) 4 (29 = 0)”. 
Las transformaciones de Lorentz que dejan invariante el origen de 
coordenadas serán entonces las mismas de 34.4, a saber 
(6) 24 = dix Xp 
con el índice k sumado de 1 a 4 y con la matriz as ortogonal. Úni- 
camente hay que observar que debiendo ser las x,, x2, xo reales en 
cualquier sistema de coordenadas y la x, siempre imaginaria pura, 
deberá ser 


(7) 


GR Y lu reales 

Gi Y Gs imaginarios puros 
Con esta observación todo el cálculo tensorial cartesiano que hemos 
visto para los espacios euclidianos se aplica sin modificación al espacio» 
tiempo de Lorentz-Minkowski. 


i,kA4 
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El signo menos que aparece en el segundo miembro de (2) hace 
que el hecho de tener la distencia nula, no signifique que los dos puntos 
coincidan, En efecto, todos los puntos que están a distancia nula del 
(x%,, x%,x%, 1?) son los puntos del cono 
(8) (40) + (10222) 0 + (1% —x). 0 (00 —=1)=0, 
el cual divide al espacio en dos regiones: la de los puntos cuya distancia 
a (1%,%%,:x%, 0%) es real (puntos de espacio) y la de los puntos 
cuya distancia a dicho puntc es imaginaria (puntos de tiempo). A ve- 
Ces se toma el signo de s* cambiado: ello no tiene importancia, porque 
lo único que interesa es que su valor sea invariante por cambios de 
coordenadas, 

Para un lugar fijo (las x; constantes) , la relación entre la dis- 
tancia elemental ds y el elemento de tiempo dt es ds=icdt. Este 
t correspondiente a un punto fijo se llama el tiempo propio correspon- 
cis al punto y se represen:a por t. Es decir, se pone por definición, 

s$=10t., 

Naturalmente que por serlo s, también t es un invariante del 
punto fijo que se considera. Además, si un punto se mueve con velocidad 
v, de (3) se deduce (ds/dt)? = v* — c* y por tanto la relación entre 
el tiempo ordinario £ y el invariante o propio T, es 
10) ea 


d panas 
T 2 > 
Er 
El tiempo propio t es el tiempo que indicaría un reloj que se mo- 
viese con el punto. 


3. Las fórmulas de Lorentz: Aplicaciones. Consideremos el caso 
importante en relatividad de un cambio de coordenadas de la forma 
(6) que mantiene fijas las coordenadas x», *, variando únicamente 
%1 y X. Se trata de un cambio de coordenadas cartesianas ortogonales 
en el plano x,,xw cuya matriz será, por tanto de una de las formas 


32.3 
(11) «=[ cos O tl : a. 2 


—sen 0 cos O sen 0  —cos 0 

según que el determinante de la transformación valga +1 ó —1. 

El caso que interesa en relatividad es el A*, puesto que a él per- 
tenece la transformación idéntica x”,=x,, 4 =*1 y es natural supo- 
ner que cualquier otra transformación puede deducirse de esta última 
por continuidad, sin pasar por una transformación singular de deter- 
minante nulo, lo cual no ocurre con las transformaciones A”. 

El parámetro 0 puede ser real o complejo. Para que se cumplan 
las condiciones (7) debe ser O =¿«p, pues entonces será 
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(12) cosb=coshp , sen Ú = ¿senh y 
quedando 
(13) +, =cosh px, + ¿senh PA, =— isenh px, + cosh p xa 
O bien, puesto que x, = ict,ti=:icf0, 
(14) v, =cosh px, — csenh Qi , cf =—senh qx, + ccosh pt 

Para interpretar el ángulo p, Observemos que si el cambio de 
Coordenadas se interpreta como un desplazamiento del sistema x' 
(¿=1,2,3) alo largo del eje x, con velocidad y, el origen de este 
sistema tiene siempre x, = 0 y, por tanto, de (14) se deduce 

2) 

(15) o=%=cghp tghp=2 
c 


con lo cual resulta, teniendo en cuenta el valor de a dado en (10), 
vd 
(16) A=ax-vat, t=at- a, 


que son las clásicas fórmulas de Lorentz de la física relativista, 

Obsérvese que si se verifica primero una transformación de la for- 
ma (14) de parámetro q, y a continuación otra de parámetro 2, la 
transformación producto tiene Por parámetro + qa, o sea, según 
la interpretación anterior, si Y, , va son las velocidades respectivas del 
primero y del segundo sistema de referencia y v la velocidad resultante 
de este último respecto del sistema en reposo, será 


h pa + tgh 242 
LS tgh qa + tgh qa e... 
—= tgh + -= A 
0 th (91 +99) 1 + tgh q1.tgh qa Uy Uz 
1+— 
y 
de donde 

DU, TU 

(17) ETT 

m3 


que es la ley de composición de velocidades de igual dirección en cine- 
mática relativista. 

Este hecho de que las velocidades no se sumen como vectores se 
debe a que la velocidad del espacio físico, de componentes 0; = dxi/de 
ho es un vector del espacio-tiempo, El vector velocidad en este espacio 
(se llama cuadrivector velocidad, para indicar que es un vector del es- 
Pacio-tiempo) tiere por componentes V¿=dx;/dt (i=1, 2, 3.4%), 
y, ÉS un vector por ser t un invariante (tiempo propio definido por 
(9). 

Siendo V; = dx;/d1t = (dxs/dt) (d1/dr) , poniendo de man 
fiesto las componentes espaciales (las tres primeras) y la componente 
temporal (la cuarta), es (con «a dado por (10)), 
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(18) V,= (av, ica). 

El cuadrivector impulso-masa Pi se define, por analogía con la 
mecánica clásica, por ser Pj= mo Vi, siendo mo la masa en reposo 
del punto en movimieato, Por tanto es 
(19) Pi = (amov , Moica). 

La comparación con el vector impulso mv; del espacio ordinario 
induce a introducir como masa de una partícula que se mueve con ve- 
locidad v, 

(20) m=mya. 

Obsérvese que de acuerdo con el teor. 1 del 41.1 la cuarta com- 
ponente de P; debe ser un invariante del espacio físico y, efectivamente, 
salvo la constante ¿c, su valor es precisamente mM. 

Con esta masa tr, variable con la velocidad, la fuerza en el es- 
pacio físico será el vector 

d (mus) 
21 =—— 
(21) h + 
y el trabajo o energía por un desplazamiento dxs 

dE=fidxs= liv dt = vid(mos) — (isumado de la 3) 
o sea 
(22) dE = vv dm + mv do; = v* dm + Ya m dv? 
puesto que 1 =vw 2? +02 +08. 

Pero, según (20) y (10) es 

m=ma , “== , dut= (20*/0*) de 


(i=1 23) 


con lo cual queda 
(23) dE = mov? da + (moc*/a*) da = mpc* da. 
Por tanto, la diferencia de energía al pasar de la velocidad » = 
a la velocidad u será 
(24) E-E,=m,c (a — 0) =* (m — mo) 
pues ay = 1, valor de a para y=0. 
Esta relación que liga la masa con la energía es posiblemente la 


más importante de las que ha puesto de manifiesto la relatividad espe- 
cial. Obsérvese que siendo y <-c, por desarrollo en serie es 


a 

(25) Er, =me[(1-2) -1|= 
E! 

=mdyZ+.]= mor... 


es decir, para pequeñas velocidades (en comparación con la velocidad de 
la luz c) se obtiene la fórmula clásica de la energía. 
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42. ECUACIONES RELATIVISTAS DE LA FÍSICA 


1. Ecuaciones relativistas de la física. En física, se dice que una 
ecuación o un sistema de ecuaciones es relativista cuando es invariante 
respecto del grupo de Lorentz. El cáisulo tensorial en el espacio de Lo- 
rentz-Minkowski será el instrumento adecuado para obtener ecuaciones 
relativistas, puesto que bastará tomar ecuaciones cuyos primeros miem= 
bros scan componentes de un tensor para estar seguros de ese caráctet 
invariante, puesto que si las ecuaciones se satisfacen para un particular 
sistema de coordenadas, se satisfarán para cualquier otro, es decir, se: 
guirán satisfaciéndose a través de cualquier transformación de Lorentz. 

De esta manera se obtienen las ecuaciones tensoriales, en particulat 
las escalares y vectoriales, y quedan fuera las espinorales, que también 
son invariantes respecto del grupo de Lorentz, pero que sus elementos 
no son tensores (son espinores). 

Un tensor función de punto, es decir, definido en cada punto del 
espacio, constituye un campo tensorial. Se trata de ver las distintas ecua- 
ciones relativistas que pueden servir para definir un campo tensorial, 
dentro de las condiciones de máxima simplicidad. Vamos a ver única- 
mente los campos tensoriales, Hay también los pseudotensoriales (en 
particular pseudoescalar y pseudovectorial) pero las ecuaciones para de- 
terminarlos son las mismas de los campos tensoriales; sólo aparecen dife- 
rencias al estudiar la acción del campo sobre ciertas partículas que po- 
sean de antemano características escalares o vectoriales, pues entonces 
hay que combinar éstas con las del campo, y aparece la diferencia. 


2. Campo escalar. La incógnita es el escalar, función de punto, 
que define el campo; sea p = Q (X1, Xa, Xa, X4) . Veamos qué ecua- 
ciones tensoríales podemos formar con este escalar solo, sin introducir 
elementos extraños al campo. Por derivación de «q resultan el gra- 
diente «y y el tensor derivado «iy. Como hay una sola función in- 
cógnita, debemos buscar una sola ecuación. Con q, se puede formar 
el invariante ps p,s (cuadrado del módulo del gradiente) y por tanto, 
como una primera ecuación posible (no linea), se tiene 
(1) Pis — kpr=0 
siendo k una constante, 

Con el tensor Q,s;, el único escalar lineal que se puede formar es 
el laplaciano q, llamado también dalembertiano u operador de 
D'Alembert, por tener cuatro variables (corolario 2 del apartado 38) . 
Por tanto, sin introducir nuevos elementos, como única ecuación rela- 
tivista posible, lineal en «p y sus derivadas hasta el segundo orden, te- 
nemos la que resulta al igualar el laplaciano con un múltiplo del escalar 
mismo, o sea, 

a) Qi 7 kp=0 


42. ECUACIONES RELATIVISTAS DE LA FÍSICA 


siendo k una constante. Esta ecuación, llamada ecuación de Klein. 
Gordon, es la ecuación de 1n campo escalar. 

En todos los campos =s interesante encontrar un tensor simétrico 
Ti, que se pueda identiftar con el tensor energía del campo, el cual 
deberá cumplir las ecuaciores de conservación 
(3) Tijj=0. 

En el caso de un campo escalar, con las derivadas primeras y el 
escalar mismo se puede formar el invariante 


(4) L= Pip + pe 
y el tensor energía 
1 
(5) Tu == 995 + y Ldy 


que, teniendo en cuenta (2), satisface efectivamente las ecuaciones de 
conservación (3). 


3. Campo vectorial. La incógnita es ahora un vector us (vector 
del espacio-tiempo o cuadrivector). Con las primeras derivadas par- 
ciales no se puede formar ningún vector. Con las segundas derivadas 
parciales u;,y, se pueden formar los vectores u;,3y y y,34 y, por tanto, 
las ecuaciones del campo, con la condición de ser lineales hasta las deri- 
vadas parciales de segundo orden, deberán ser de la forma 
(6) Ex ty E ka 0yg4 + ko us =0 
siendo k,, kz, ka constantes. 

Un caso importante es el que supone la condición 
(7) u4s=0, 
con la cual el segundo sumando de (6) desaparece y las ecuaciones 
pueden escribirse en la forma 
(8) Us ku =0 
es decir, son las mismas de! campo escalar (2) , aplicadas a cada com- 
ponente del vector incógnita us. 

De (7) se deduce u;,;; = 0. Restando esta ecuación de (8) y lla- 
mando Hi, = us, — uy; al rotor de u;, resulta que el sistema (7) 
(8) es equivalente al 
(9) Hi = 055 ,) Hi ku =0 

Las ecuaciones (7) y (8) 6 (9) son las ecuaciones de Proca del 
campo vectorial, 

Como invariantes fundamentales del campo se_tienen Hi, Hij y 
uyus. Si L representa una combinación lineal de los "mismos, como ten- 
sor energía se puede tomar una expresión de la forma ups Hp +84 L. 


4. Ecuaciones de Maxwell. Consideremos un campo que quede 
determinado por un tensor antisimétrico de segundo orden Fiz (6 com- 
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ponentes). Tratándose de un tensor antisimétrico, una hipótesis natural 
es identificarlo con el rotor de un vector, o sea, poner 

(10) Fi = Ass — Aj 

y buscar las ecuaciones para determinar 4;. Las únicas ecuaciones 
posibles, lineales hasta las derivadas de segundo orden, hemos visto 
que eran las (6) . Si observamos que añadiendo a Aj un gradiente 
cualquiera «ps siempre se obtiene el mismo F;, y, por tanto, que 4A4 
está solamente determinado salvo un gradiente arbitrario, resulta que se 
puede imponer al vector A; una nueva condición que sirva para de- 
terminar «q. Ésta suele ser la misma (7), pero podría ser otra, por 
ejemplo A; A;=a* (a= constante). En el primer caso, para determi- 
nar 4; resultan las ecuaciones de Proca. En particular, si k= 0, re- 
sultan las ecuaciones 

(11) Aji=0,  4Aiy=0 

que son precisamente las ecuaciones de Maxwell del campo electro- 
magnético en ausencia de cargas y corriente; Aj es el cuadrivector 
potencial electromagnético. 

Para expresar estas ecuaciones mediante las Fi;, sin pasar por el 
vector 4A;, se tiene: a) Las condiciones para que Fi, sea un rotor 
son 
(12) Esa + Epa + Fis = 0 0 
Que estas condiciones son necesarias se deduce inmediatamente viendo 
que al sustituir Fi, por el valor (10) resulta una identidad. Se puede 
demostrar que también son suficientes. El primer miembro de (12) es 
un tensor totalmente antisimétrico, llamado rotor de Fi, , el cual tiene 
sólo cuatro componentes distintas, correspondientes por ejemplo a los 
valores (1,2,3), (4,2,3),(4,3,1) y (4, 1,2) de los índices. 

b) Las ecuaciones (11), ya supuesto que Fi, es un rotor, equi- 
valen a 
(13) Fiji =0. 

El sistema (10), (11) equivale de esta manera al (12), (13). 

Si en el campo está superpuesto un campo vectorial si, la vin- 
culación natural entre ambos será identificar sí; con el vector Fij¿, 
quedando así como ecuaciones del campo las siguientes: 

(14) Fux+ Pas +Fmj=20 ) Pis =% 
que son nuevamente las ecuaciones de Maxwell de la electrodinámica. 

Para darles la forma usual que toman en el espacio físico, bastará 
identificar el vector (iFis, ¿Fos, ¿Fss) con el campo eléctrico E; 
(el factor ¡ aparece a causa de la relación x4=:¿ct) ; el pseudovec- 
tor (Fa, Fs, Fiz) con el campo magnético Hi, las tres primeras 
componentes de si; (multiplicadas por c) con el vector densidad de 
corriente u; y la cuarta componente s. (dividida por ¿) con la den- 
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sidad de carga e, todo lo cual es correcto en virtud de los teoremas 
de 41,1. 

Al tensor Fi; se le llama tensor campo electromagnético y a si 
cuadrivector densidad de corriente. Para estudiar el efecto del campo 
sobre una partícula hace 'alta saber la fuerza a que el mismo la somete. 
La hipótesis más simple de cómo esta fuerza puede estar formada a 
partir de Fi;, si es poner 
(15) hi=Fus 
y, efectivamente, procediendo así, las componentes espaciales de fi re- 
sultan ser las componentes de la fuerza de Lorentz, ya introducida en la 
electrodinámica clásica. La cuarta componente debe ser un invariante 
(teor. 1 del apartado 41) y efectivamente resulta igual, salvo un factor 
constante, a fiv; (i= 1, 2,3) siendo vs la velocidad de la partícula 
(o sea, igual al trabajo por unidad de tiempo correspondiente a la 


fuerza fi). 

Teniendo en cuenta (14) se tiene 
(16) fi= FmFnr= (Fo): — Pina Eno 
y como 


Fina Fm = — Ens Fox = Fin Fm 
y por tanto (aplicando las primeras ecuaciones (14)) 


1 1 d 
Fsx Fm = y (Finyrk Fis) "o == 5 Ems Fx = == (Ene Erro) 4 
resulta 
(17) fi = Mix 
siendo 
1 
(18) Mu= -— FiFin + $ Six (Pim Fam) 


el llamado tensor de impulso y energía del campo electromagnético. 
Resulta así la fuerza como derivada de este tensor. 'Según el tcorema 
de 41.1 las componentes espaciales del mismo son también componentes 
de un tensor: es el tensor de tensiones de Maxwell (Min = Es Er + 
+H¡H,— Yi (E +H?) 5131, h=1,2,3) . Las componentes Mis 
(í= 1, 2,3) son las componentes del vector de Poynting (salvo el fac- 
tor ¿/c) y el invariante Mu, es la densidad de energía del campo elec- 
tromagnético (14 (E? + H”)). 

Vemos así cómo procediendo de manera casi automática, formando 
vectores y tensores en el espacio-tiempo, van apareciendo los elementos 
fundamentales de la electrodinámica clásica. 


5. Campo determinado por un tensor de segundo orden simétrico. 
Consideremos finalmente el caso de un campo determinado por un 
tensor simétrico hi; (10 componentes), caso que ha sido aplicado con 
éxito para representar el campo gravitatorio, Por este motivo, como las 
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ecuaciones del campo deben igualarse al tensor energía del espacio, in- 
teresan los tensores de segundo orden simétricos que se pueden formar 
con hi, y sus derivadas parciales. Las posibilidades son varias, Con la 
condición de ser lineales respecto de las derivadas segundas, los únicos 
tensores posibles son los siguientes 

(19) hipras Bios h Bisos 5 loa, 0065 5 hos 3 Dix, 0 D43 

Cualquier combinación lineal de estos tensores con coeficientes cons- 
tantes, igualada a cero (o al tensor energía Ti, del espacio) podría 
servir, en principio, como ecuaciones del campo. 

Si se impone la condición de conservación Ty;¿ = 0, esta combi- 
nación lineal debe ser de la forma 
(20) 

Cr [ hizxn — (hip.os + Mijo.ps) + Pipa, pa Ds ] + co [ huw,59 — hmm Ds ] 
con 61, Ca constantes; esta combinación, igualada a T¡; dará las ecua- 
ciones del campo. 

Si no se impone la condición de conservación, quedan más posi- 
bilidades. Birkhoff, en su teoría de la gravitación (1943) , toma como 
ecuaciones del campo 
(21) hsjga = Tiy 
siendo Ty, el tensor energía del espacio (nulo en el vacío). 

Una vez obtenido el campo, por integración de (21), Birkhoff 
postula que la fuerza f; que el mismo engendra sobre un punto ma- 
terial debe ser una función lineal de las derivadas primeras hy, (cosa 
natural si se interpretan las componentes hsy como potenciales) y cua- 
drática de las componentes del cuadrivector velocidad v; del punto 
(como ocurre en la relatividad general de Einstein) . Es decir, debe ser 


de la forma 
(22) le = Mm [ ka hija + Ko im Ox + Ko Bm, Drs + 

E Ka higos + Ko Msn Oxs + Ko Bimm,s Ojn ] 07 0% E 
siendo m la masa del punto y k; constantes de las que se puede dis- 
poner. Con la condición de ser f;v¡=0 (hipótesis natural pues si 
h=md4x/d8e y y = dxi/ds, la relación fi vi=0 es una conse- 
cuencia de 0; v; = 1) se deduce que debe ser 


(23) Lx h Ka = ko + ko = ks + ko=0 
quedando todavía tres constantes k; arbitrarias. Birkhoff toma k,=1, 
ki = — 1 y las restantes ki nulas. Queda así como expresión de la 
fuerza 

(24) Le = Mm (hija — yx.) 07 0% + 


Poniendo f; = m (d? x;/d $), v, = d x;/d s, las expresiones (24) 
se transforman en las ecuaciones del movimiento de un punto material. 
Vemos que en este caso de un campo definido por un tensor simé- 
trico las posibilidades de elección para las ecuaciones del campo, o las 
ecuaciones del movimiento, son mucho más abundantes que en los casos 
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anteriores. La teora de Birkhoff mencionada explica bien los fenó- 
"menos gravitatorios, incluso los llamados tres efectos cruciales de la re- 
latividad general de Einstein, pero es muy probable que con otros va- 
lores de las constantes c4 en (20) ó E; en (22) se obtuvieran otras 
teorías que también explicaran los mismos fenómenos. Lo interesante, 
desde el punto de vita del cálculo tensorial, es que el mismo suministra 
un método para oltener todas las ecuaciones relativistas posibles de 
carácter tensorial. 

La teoría de la gravitación de Birkmorr fue publicada por su autor en 
el trabajo “El concep:o matemático de tiempo y gravitación”, Boletín de la 
Sociedad Matemática Mexicana, vol. 1, 1944. Desde entonces la idea ha sido 
explotada con éxito por la escuela mexicana, principalmente gracias a los 
trabajos de Graeff Fernández y Barajas. Pueden verse también los trabajos 
de Kustaawueimo, “Some remarks on the general theory of Birkhoff”, Comm. 
Physico-Mathematicae, vol. XVIL, 02 11, 1955 y “On the use of a gravita- 
tional vector potential in the relativity theory of Birkhoff”, Ann. Acad, Scient. 
Fennicae, 1957, serie A, n? 228, así como el de H. WeyL, “How far can one 
get with a linear fielc theory of gravitation in flat space-time?” Am, J. of 
Mathematics, vol. 66, 1944. Para una exposición de conjunto de carácter 
axiomático, ver Grazrr Ferwánbez, “La teoría de la gravitación de Birkhoff”, 
Symposium sobre alguaos problemas matemáticos que se están estudiando en 
América latina [Punta del Este (Uruguay)), editado por la UNESCO, 1951, 


43. NOTAS Y COMPLEMENTOS DEL CAPITULO IX 


1. Transformaciones que dejan invariante una forma cuadrática, Hemos 
visto que las transformaciones lineales ortogonales son las que dejan invariante 
la forma cuadrática Y (xi —x*)*, o bien, en expresión diferencial, la forma 

p9= (dx) + (da) +... + (du9)*. 

Igualmente, hemos definido las transformaciones de Lorentz como aquellas 
transformaciones “lineales” que dejan invariante la forma 

y= (dx) + (dx) + (dx0)* — (dx0)* . 

“Vamos a ver que, en ambos enunciados, la condición de ser las. transfor- 
maciones “lineales” es superflua. Ello es una consecuencia del siguiente 

Tror. 1: Las transformaciones representadas por funciones derivables hasta 
el segundo orden, que dejan invariante una forma cuadrática 
(1) $ =audxdx 
on coeficientes constantes y determinante | as] simétrico y distinto de cero, 
son lineales. 

Demostración. Sea la transformación 
(2) di=x4 (8,8, 20,21) (i= 
y supongamos que se cumpla 


aydx dx, = ay dx dx, 
que puede escribirse 


«y 8) 


Ox, Ox, 
(3) au EL dr din = 39 da da 
da de 
de donde 
1 A 
ds de 
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Recordando la regla para multiplicar determinantes, esta relación nos dice 
. 


Derivando (4) respecto de x», resulta 


PL e Pe, 
6 R— —- — — = 1 
ye MA A 
y también, por la permutación h>s>m> h, 
Pei dx, PA 
(7) au — — — ——=0 
dr A PP 
Restando (6) y (7) se obtiene, puesto que ay = ay, 
Pr, de, e Pe, 
8) Ps E o o di 
( A Pr A 
o bien, permutando s=>h-=>s y sumando con (6) 
PY 0, 
19) ELAINE ME 


Oxn0x, Dem 


Considerando estas ecuaciones como un sistema lineal homogéneo con los 
coeficientes 9x',/0xm, la condición (5) exige que sea 
Pre 
SNTE 
y considerando estas ecuaciones como un sistema homogéneo con los coeficientes 
44, siendo | 41, | y»4 O debe ser 
Pr 


dr 


Estas relaciones obligan a que las funciones (2) sean lineales respecto de las 
variables xy, lo cual es el teorema enunciado. 


2, La fórmula de Gauss en el espacio-tiempo. El simbolismo del cálculo 
diferencial exterior (22.5) permite generalizar inmediatamente a un espacio 
de cualquier número de dimensiones las fórmulas de Gauss o de Stokes del es- 
pacio ordinario. 

En efecto, se puede demostrar, siguiendo un camino que esencialmente 
consiste en la generalización de los empleados para los casos del espacio ordinario, 
que si en un espacio de n dimensiones se tiene una variedad S de dimensión 
P que sea el contorno de otra variedad V de dimensión p+1, y si w es una 
forma diferencial de orden p definida sobre S, se tiene 


(10) fo=fdo 
donde en el segundo miembro a setspranda es la diferencial exterior de la 


forma _0. 

En 22.5 vimos los casos particulares p=2 (fórmula de Gauss) y $ =1 
(fórmula de Stokes) del espacio ordinario de tres dimensiones. 

Consideremos ahora el caso n=4, p=3. Si ys son los cosenos di- 
rectores de la normal a la hipermperficie *S' que limita el volumen V, el ele- 
mento de área (tridimensional) de S se expresa por cualquiera de los cocientes 
equivalentes 
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dx pndadx die Adx Adxs 


e == A 2 A ASA 
Y mm 
_dxNixiNdx dx Ads Adi 
a, 
a los 20.35. 


tanto, el flujo de ur vector a, a través de S será la integral de la 


1 
aydo = — Eu 01 dxj A dxx A dxs 
6 


«diferencial exterior es ass dx Adxs A dx A día. 
Por tanto, aplicando la f5rmula general (10) resulta 


1 
5 RL = 5,04 dí A dia A dos Ada. 


Para aplicar esta fórmula al espacio-tiempo basta temer en cuenta que 
= ¡ct y que la cuarta componente a, del vector dado es también siempre 
dm ja pura, con lo cual se puede simplificar el factor ¿ de ambos miembros 
de (11), quedando una fórmula entre elementos reales, 

EM más fórmulas de este tipo y aplicaciones, ver A. SOMMERFELD, Ánn, 
der Physik, vol. 32 y 33 (1910). 


CAPITULO X 


TENSORES EN GENERAL 


44, TENSORES EN GENERAL. ALGEBRA TENSORIAL 


1. Coordenadas curvifíneas. Hasta ahora hemos estudiado los ten- 
sores cartesianos. Para ellos, la ley de transformación de sus compo- 
nentes por cambios de coordenadas cartesianas ortogonales está bien de- 
finida, pero nada se dice de cómo se transformarán por cambios de 
coordenadas más generales. 

Las ventajas de la ley de transformación que define los tensores car- 
tesianos es que las nuevas componentes se expresan de manera lineal y 
homogénea mediante las componentes en el sistema primitivo y, además. 
que es transitiva, es decir, que verificando dos cambios de coordenadas 
sucesivos se obtiene la misma ley de transformación que haciendo di- 
rectamente el cambio del primer sistema al último. Se trata de ver 
ahora si estas propiedades se pueden conservar para cambios de coorde: 
nadas más generales. 

Un cambio general de coordenadas estará dado por ecuaciones de 
la forma 
(0). mel  tm...,2) , ((=1,2,3,...,2) 
siempre y cuando, en la región del espacio que se considere, este sistema 
permita despejar las x; en función de las X' 4, Osa, 

(2) AER ((=1,2,3, ...,8). 

En efecto, en este caso, cualquier punto quedará determinado tanto 
Por las xy como por las x%4, Puesto que las ecuaciones (1) y (2) per- 
miten pasar de uno a otro sistema, 

Para que sea posible invertir el sistema (1) pasando al (2), en 
una región suficientemente limitada de espacio, se sabe que es nece- 
sario y suficiente que el jacobiano sea distinto de cero, o sea, 


D(%1 xa La) 
(3) = 0 
d AAA 
Las ecuaciones (1) y (2) son las que definen un cambio general de 
coordenadas, 


Por ejemplo, al pasar de cartesianas (xx, x2) a polares (11=0, x4=0) 
en el plano, las (1) serán 
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(4) A=(R4xRJO o, mag 
= 

y las (2) 

«y E A LE 


Para pasar de cartesianas (xs, xs, x1) a esférica (MM=0, 4=P, 
*4=0) en el espacio, resultan las fórmulas 
A A ES A E A to 


EN X 
y las inversas 
HA = X/1.0OS X'a SEN 24 
(5y Xa =x4senx/2 sen xs 


Ea = x4 COS xs + 
2. Vectores contravariantes y covariantes, De (1) se deduce 


0x, 
(6) de == dx: 
0%» | 
Esta ley de transformación, lineal y homogérea, para las diferen- l 
ciales, induce a establecer la siguiente 


Der. 1: Se llama vector contravariante a un conjunto de 1 com- | 
Ponentes u* (¡=1,2,3,...,nm) que por un cambio de coordenadas 
(1) se transformen según la ley [ 
ño) a, 
0dxe 
El primer ejemplo de vector contravariante es el de componentes 
dx,, llamado vector desplazamiento, Excepto para éste, que scguire- 
"mos representando por dx; , los vectores contravariantes se indican siem- 
pre con un índice en la parte superior. 
En el espacio ordinario, dividiendo (6) por dt (t = tiempo) 
resulta que otro ejemplo de vector contravariante es el vector velocidad. 
Análogamente, si V (x,,x»,%»,.... xn) esuna función de punto. 
por la regla de derivación de función de función, se tiene 
(8) E E A 
ES Dxx 0x4 91 dxp 
que también es lineal y homogénea respecto de las derivadas de V. 
Tomando (8) como modelo, se establece la siguiente 
Der. 2: Se llama vector covariante a un conjunto de n componen- 


tes v; que por un cambio de coordenadas (1) se transformen según 
la ley 


(9) n= 


.. Los vectores covariantes se indican siempre con el índice en la parte 
inferior. El primer ejemplo de vector covariante es el (8) llamado 
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gradiente del escalar V. Interpretando Y como una función poten- 
cial, resulta: las fuerzas son vectores covariantes, 

Observemos que para cambios de coordenadas cartesianas ortogo- 
nales las definiciones actuales coinciden con las dadas para vectores car- 
tesianos, Sólo que en este último caso las leyes de transformación re- 
sultan las mismas para vectores covariantes o contravariantes. Por esto 
tal diferencia no aparece para tensores cartesianos. 

Para aceptar la definición anterior hay que demostrar que es válida 
la propiedad transitiva, Consideremos, por ejemplo, el caso de un vector 
covariante 0; , pues el razonamiento es general. Por el cambio de coor- 
denadas xi >x%4 se tiene (9) y por el nuevo cambio x'4>x"4 apli- 
cando la misma regla, resulta 


= v, 
4 EA » 
o sea, sustituyendo v” por su valor dado por (9), 
es 0x% de mas 0% >, 
CET 0 


Es decir, verificando sucesivamente los cambios x¡>x'4 y 24>92x%, 
se obtiene la misma ley que debe aplicarse para el cambio producto 
x4 > x% . Por tanto la definición dada de vector es consistente, 

3, Tensores en general. Igual que para tensores cartesianos, la idea 


de tensor general aparece como producto de vectores. Se tiene así: 
t 


4 
. 4 1% 

Der, 3: Un conjunto de 1? funciones Chhy hy Je las va- 
riables xi, se dice que son componentes de un tensor de orden p+q 
P veces contravariante y q veces covariante, cuando por un cambio 
de coordenadas (1) se transforma como el producto de p vectores con- 
travariantes y q vectores covariantes, o sea, 


10' 
(10) e, 0, e, ra ale 


.s s 
, d 
hna AR 


a dr, a, ny 

Según esta definición general, los vectores son tensores de orden 
uno, Igual que para los tensores cartesianos, debe observarse que la 
importancia de los tensores en geometría y en mecánica estriba en la 
propiedad evidente de que: si las componentes de un tensor son todas 
Nulas en un sistema de coordenadas (se dice que es el tensor nulo), 
seguirán siendo nulas en cualquier otro sistema. 

Por tanto, el hecho de anularse todas las componentes de un tensor 
constituye una propiedad intrínseca del espacio, independiente del par- 
ticular sistema de coordenadas elegido para su estudio. 

Para dar un tensor hay que dar sus componentes en un sistema de 
coordenadas; las componentes en cualquier otro se calcularán luego por 
las fórmulas (10). 
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4. Ejemplos de tensares. a) Para los tensores de segundo orden 
se tienen tres posibilidades: 
1. Tensor contravariente a'*, cuya ley de transformación es 


0x4 0%, 
(0) a A, 
Ox 0% 
2. Tensor mixto a', cuya ley de transformación es 
04 0x 
12 at= a 
pe AE E 
3. Tensor covariante ai, cuya ley de transformación es 
0% 0% 
(13 A = > 
(13) ES ATTE Y 


b) Desde el punto de vista general de ahora, el simbolo de Kronco- 

ker es un tensor mixto, En efecto, una expresión analítica del mismo es 
1) 
(14) ”= A 
0x5 

puesto que la derivada de una variable independiente respecto de otra 
es siempre nula, excepto si es respecto de sí misma, en cuyo caso vale 
uno, 

De esta expresión se deduce que las n? expresiones 9*, son com- 
ponentes de un tensor, pues por un cambio de coordenadas queda 

_ de _ dr 0 


No UE o id: 
1 
que se puede escribir | 
_ 0x5 dx | 
A 


lo que prueba que las d'; son componentes de un tensor mixto. 


£) Para ver si n'” cantidades son o no componentes de un tensor 
hay que ver su ley de transformación por un cambio de coordenadas. 
Sea por ejemplo v; un vector covariante y consideremos las n? deri- | 
vadas parciales 


_00 E 
(15) ME MALA Mm. 


Queremos ver si ellas son o no componentes de un tensor. Siendo 
por hipótesis »; un vector covariante será 


dx 
E 
€.” 
y por tanto 
2% Dx» 0Xm | 
16) A 
0) A RA 
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El segundo sumando es de la forma (13) , pero no el primero. Lue- 
go: las derivadas parciales de un vector no son componentes de un tensor. 

Tenemos así la primera diferencia fundamental entre los tensores ge- 
nerales (a los que llamaremos simplemente tensores) y los tensores car- 
tesianos, puesto que para estos últimos las derivadas de un vector son 
tensores (apartado 35). 

Permutando en (16) los índices ¿,k y observando que en el último 
sumando hay que sumar respecto de h,m y por tanto se puede in- 
vertir el nombre de estas letras, se tiene 

7 xr 0% DXm 
un a A 
de donde, poniendo 


(18) Vig = Vip — Uh 
y restando (17) de (16) resulta 


CELS 
o sea, las n? funciones (18) son componentes de un tensor dos veces 
covariante. Es el llamado rotor de v;. 


d) Si se hace lo análogo para un vector contravariante u*, las 
diferencias de derivadas parciales análogas a las (18) no resultan com- 
ponentes de ningún tensor, Es decir: el rotor sólo tiene sentido para: 
vectores covariantes, 


e) La definición de simetría o antisimetría es la misma que para 
tensores cartesianos. Únicamente hay que tener en cuenta que la misma 
sólo tiene sentido para índices al mismo tiempo co- o contravariantes. 
Es decir, no tiene sentido una simetría definida por ser a*; = at; , puesto 
que no siendo la diferencia a*; — a*; ningún tensor, puede ocurrir que 
tal simetría tenga lugar en un sistema de coordenadas y no en otro, 


f) Probar que si A; es un tensor antisimétrico, las expresiones 


(19) Aix + Ajos + Años 
son componentes de un tensor antisimétrico respecto de los tres índices 
picota > A A 


Pe a) 

8) La ley de transformación de los tensores permite hallar sus com- 
Ponentes en cualquier sistema de coordenadas cuando se conocen en 
uno de ellos. “Veamos un ejemplo, 

Sea, para n=3, el tensor u;; que en coordenadas cartesianas or- 
togonales (x,, x»,xs) tiene por componentes u4y¿=1 (í=1,2,3), 
ui = 0 (i 7 j). Se desean sus componentes en coordenadas polares. 

Poniendo x', =0, x'2=0, Y,=au, las fórmulas de transfor- 
mación 17.3 son 

*1=senbcosa , x.=0senbsena , x=ecosd 
y por tanto z 
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0x2 _ Ox _ 
a A NE 


De aquí, según (13), se deduce 4”, = 1. 

'Análogamente, calaaladas las derivadas parciales respecto de +2 
x/a y aplicando (13) e encuentra fácilmente que las restantes com- 
ponentes u's; son los eementos de la matriz 


1 0 0 
0 o 0 
0 0  esent0 


5. Operaciones con tensores. Las operaciones de adición o sus- 
tracción y multiplicación de tensores, en este caso general, se definen 
lo mismo que en el caso de tensores cartesianos. Únicamente hay que 
tener en cuenta: 


a) Para la adición y sustracción los tensores deben tener las mismas 
características de co- y contravariancia, sumándose o restándose entonces 
las componentes homólogas. 

Por ejemplo la suma de atjx y bi es el nuevo tensor 

n= aa + di 

b) Para el producio, los tensores pueden ser cualesquiera y el re: 
sultado es un nuevo tensor cuyos órdenes de co- y contravariancia son 
las sumas de los órdenes respectivos. Por ejemplo el producto de a*yx 
por b' es el tensor de componentes cum = 4 yx Dim. 


6. Contracción de índices. Solamente es válida para un índice 
contravariante y otro covariante. Es decir, no se pueden contraer dos 
índices contravariantes o dos índices covariantes. 

Consideremos por ejemplo las n* componentes de un tensor 4% 
y formemos las 1 sumas b%=a%, (el índice j sumado de 1 a n). 
Afirmamos que estas b* son componentes de un tensor (en este caso 
particular de un vector). En efecto, basta ver la ley de transformación: 

A y A 

xr 0x1 0N) Dx» 0xn 

En cambio, por contracción de índices de la misma clase no se 
obtiene ningún tensor. Por ejemplo, las n componentes a? obtenidas 
del mismo tensor anterior no son componentes de un vector, como se 
deduce inmediatamente de su ley de transformación, 


. 7. Invariantes. Análogamente, como para el caso cartesiano, un 
invariante o escalar respecto de cambios generales de coordenadas de 
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la forma (1) , es una expresión que toma la misma forma en cualquiera 
de ellos. 

Por ejemplo, con dos vectores u*, 2; uno contravariante y otro 
covariante, se puede formar el producto escalar S = u'v; , que es un 
invariante, puesto que por un cambio de coordenadas es 


(20) S= wa = 240 
0x1 0x4 

Obsérvese que si los dos vectores son de la misma clase, covariantes 
o contravariantes, el producto escalar no está definido, pues las expre- 
siones u;v; o u'v* no son invariantes, como es fácil comprobar y 
como resulta del hecho general mencionado en el número anterior de 
que no se pueden contraer índices de la misma clase. 

En cambio, si por contracción de índices de un tensor o de un pro- 
ducto de tensores se llega a hacer desaparecer todos los índices, el re- 
sultado es seguro que es un invariante. 


vta=YWuoa=u40=S. 


Ejemplo: 

Ya hemos visto que la velocidad v' es un vector contravariante y la 
fuerza f« un vector covariante, El producto contraído fiv" será un invariante, 
Efectivamente es la potencia, 


8. Criterio para reconocer el carácter tensorial. El criterio para 
reconocer el carácter tensorial (ley del cociente) dado en 35.6 vale lo 
mismo en el caso general, La situación de los índices resulta dada por 
la que tienen en el tensor arbitrario por el cual se multiplica y en el 
tensor producto, Así, por ejemplo, si se tienen n* componentes 
a (i, j, k) que no se sabe si son o no componentes de un tensor, pero 
los productos contraídos a (i,¿,k) uz = us son siempre componentes 
de un vector, cualquiera que sea yx, se puede afirmar que a (i,¿,k) 
es un tensor de la forma as?*. La demostración es completamente aná- 
loga a la del caso cartesiano. 


9. Pseudotensores o densidades tensoriales. La definición de 
pseudotensor (apartado 37) se generaliza al caso de cambios generales 
de coordenadas (1), (2) de la siguiente manera: 

11 4 

Der. 3: Un conjunto de 1” componentes Ty, ¿274 “y, se dice 
que son componentes de un pseudotensor o densidad tensorial p veces 
contravariante y q veces covariante, cuando por un cambio de coor- 
denadas (1) se transforma por las mismas fórmulas (10) válidas para 
Un tensor de las mismas características, excepto que en el segundo miem- 
bro aparece como factor el jacobiano (3) de la transformación de coor- 
denadas. 

En esta definición van incluidos los pseudotensores de orden cero 
o. pseudoescalares, llamados también densidades escalares; serán las ex- 
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"presiones Y que por un zambio de coordenadas (1) se transforman 
en Y =J0, siendo / eljacobiano (3). 

A veces se consideran también pseudotensores de peso P, enten- 
diendo por ello que la ley de transformación es la misma anterior ex- 
¡Cepto que el jacobiano está elevado a la potencia P (enter positivo o 


negativo). Para P= 0 setienen los tensores y para P = 1 los llama- 
¡dos simplemente pseudoteniores o densidades tensoriales de h definición 
anterior. Para P=— 1 se llaman capacidades tensoriales, 

Ejemplos: 


1. Un razonamiento análogo al hecho en el caso cartesano (37.2) 
para el desarrollo de un determinante permite escribir la identidad 


dx, dx, 
1,4, TS e th 
o sea 
dx, 0x, 
LAMA de qq 


TS Crd esta 
lo que prueba que los símbolos de Levi-Civita Es, +. + 4), definidos 
igual que en el caso cartesiano, son componentes de una capacidad ten- 
sorial o pseudotensor covariante de peso —1. 

Los mismos símbolos pueden actuar como densidades tensoriales o 
pseudotensores contravariantes de peso +1, y entonces se escriben 
El... *». En efecto, basta observar que siendo el jacobiano de la trans- 
formación inversa igual a la inversa del jacobiano, análogamente a la 
primera fórmula anterior se tiene 


a 0 
is pa ha O 
qn da Ta 


de donde, multiplicando ambos miembros por ] , resulta el enunciado. 


2. Sea as, un tensor covariante cualquiera tal que el determinante 
de sus componentes sea distinto de cero, o sea, a = | as; | 7+ 0. Por un 
cambio de coordenadas es 
0% Dx 
(21) e =|a'4| EIA Pa 
es decir: el determinante de un tensor covariante de segundo orden es 
un pseudoescalar de peso 2. 

De (21) se deduce 


(22) xVa=xJ]vVa 
osea: salvo la indeterminación en el signo, la raíz cuadrada del deter- 
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minante de cualquier tensor covariante de segundo orden es un pseudo- 
escalar o densidad escalar, 


3. La única componente estricta de un tensor covariante total- 
mente antisimétrico de orden n es una densidad escalar. En efecto 


0x, dx, 9x, 
2 == 
(23) a A 


= tr.” - 


4. La importancia de las densidades escalares es que ellas forman 
los integrandos de los invariantes integrales. En efecto, si A es una 
densidad escalar, teniendo en cuenta que por un cambio de variables es 
4" = JA y que por la regla del cambio de variables en integrales múl- 
tiples es dx, AdxzM ... Adxn =]dX,A dx'3A... A din, resulta 
(24) SA rar ndxXsn...Mdxn= $ Adxin dxsN o... Adxn 


lo que prueba que se trata de un invariante integral. 


5. La ley de contracción de índices vale lo mismo para tensores 
que para pseudotensores. Por ejemplo, en un espacio de 4 dimensio- 
nes, a partir de un tensor 4; se puede formar el pseudocscalar (o 
densidad escalar) 


(25) EI y 
y el pseudotensor 
(26) si y, 


6. Obsérvese que si bien para pseudotensores cartesianos (apar- 
tado 37) el producto de pseudotensores es un tensor, en el caso general 
no ocurre lo mismo, sino que: el producto de dos pseudotensores de 
pesos respectivos p, q es un pseudotensor de peso p+4. 


10. Tensores y pseudotensores obtenidos por derivación ordinaria. 
Aunque la derivada parcial ordinaria de un tensor o pseudotensor no 
da en general lugar a un nuevo tensor ni pseudotensor, hay ciertas com 
binaciones de derivadas ordinarias que conservan el carácter tensorial. 
Varias de ellas ya las hemos visto precedentemente como ejemplos de ten- 
sores en el 44.4, pero de todas maneras es útil tener reunidas a las 
principales. La demostración se realiza en cada caso por simple veri- 
ficación de que, efectivamente, la ley de transformación es la que co- 
rresponde según el enunciado. 


4) A partir de un escalar «p, las derivadas parciales «y; son com: 
ponentes del gradiente (vector covariante). 
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bh) A partir de ua vector covariante u;, se obtiene el rotor 
) Ti = Uij — Uja 


6) A partir de ur tensor covariante antisimétrico de segundo o ter- 
' orden se obtienen respectivamente los tensores 


Tagan = Laja E Us E Us 
Tijlm = Uizi,m — Ujims “E Urmi,j — Umih + 


Estas expresiones se llaman también los rotores de us; y sy 5 ellas 
fácilmente generalizables a tensores covariantes antisimétricos de 
cualquier número de índices. 


d) De un tensor totalmente antisimétrico 4, 4, ... 4, Cuyo orden 


seavigual a la dimensión del espacio, su única componente estricta 12...n 
es una densidad escalar (44.9, ejemplo 3). 


€) Si Hi!--" es un pseudotensor contravariante totalmente anti- 
simétrico, su divergencia 
(29) H34Y.m 
es otro pseudotensor totalmente antisimétrico. Análogamente, de un 
pseudovector contravariante H' se deduce la divergencia H's que 
es un pseudoescalar. 

En este caso e) la demostración es un poco más complicada. Se 
puede llevar a cabo utilizando la fórmula (30) de los ejercicios, 

Para otros tipos de tensores o pseudotensores u otras combinaciones 
entre sus derivadas ordinarias, el resultado no tiene, en general, carácter 
tensorial, Ello obliga a definir una nueva operación (derivación cova- 
riante) que veremos en el apartado siguiente. 


EJERCICIOS 


1. Probar que 5'=n (n= dimensión del espacio) . 

2. Probar, viendo su ley de transformación, que si 4«y es un tensor, uu 
no es ningún invariante. En cambio si el tensor es »',, probar que v'4 ses 
un invariante, 


tesianas ortogonales son 4" =x1, 12 = 2%, 4% = 9, hallar sus componentes 


4. Hallar las componentes en coordenadas cilíndricas del tensor cova» 
riante cuyas componentes en coordenadas cartesianas ortogonales son los ele- 
mentos de la matriz unidad. 

5. Probar que si se tiene el sistema de ecuaciones 

xs 


5—M=b li=1,2,..,") 
dx 
de ellas se deduce 
EN % 
n= 
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6. Probar que el producto de dos pseudotensores de pesos Pi y Pz es 
un pseudotensor de peso P1-+ fa. 
7. Probar que el producto de un tensor por un pseudotensor es un pseudo- 
tensor. 
8. Probar las propiedades de la contracción de índices y la ley del co- 
ciente para pseudotensores. 
9. Si se verifica 


A 
Ox Oxe 
demostrar que 
y A 
CESEN 
10. Siendo J el jacobiano (3), probar que 
3] dy Pe 
(30) ===> _—— + 
EA xr 0x0 


45. DERIVACIÓN COVARIANTE 


1. Derivación covariante de vectores. Ya vimos en el ejemplo 
c) del 44.4 que las derivadas parciales ordinarias de un vector no son 
componentes de un tensor. Lo mismo ocurre para cualquier tensor: sus 
derivadas ordinarias no son, en general, componentes de ningún tensor. 
Se presenta por tanto el problema de ver si es posible generalizar la 
operación de derivación parcial de manera que, aplicada a tensores, dé 
como resultado nuevos tensores, A esta nueva operación se le llama 
“derivación covariante”. 

La condición esencial que se impone a esta derivación covariante 
para que el cálculo diferencial correspondiente no difiera mucho del 
ordinario, es la contenida en el siguiente 

PostuLano: Para la derivación de un producto debe valer la mis- 
ma regla que para la derivación ordinaria. 

Consideremos en primer lugar un vector contravariante u*. De 
su ley de transformación 

AS 
Dx» 
se deduce que las derivadas parciales u!, = 2u*/0 xx se transforman 
según la ley 
0) va = 0, dx a Pr dx z 
Dx» 0Xz 0x10xr 0X% 
que no es la de los tensores. 

Se trata de ver si es posible añadir algo, lo más sencillo posible, 
a las derivadas ordinarias u'x para que el resultado sea un tensor. El 
término para agregar puede depender de las coordenadas x; del punto 
en que está aplicado el vector y del vector mismo u*. Por razón de 
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simplicidad ensayermos el caso en que dependa linealmente de las com- 
tes ul, es decir el caso en que el término para agregar a las 
derivadas parciales u'x sea de la forma > donde el índice + va 


sumado de la n yls pd son funciones de las xs, a las que se han 
puesto de manifiesto los índices ¿, k que indican que se trata del tér- 
mino que hay que añadir a la derivada u*. 

Indiquemos por u';» a la suma obtenida 
(2) emula + Dal 

Las n* funciones 19 pueden ser arbitrarias, con tal de que la 


expresión (2) sea un tensor, para el cual se quiere que el índice k sea 
un índice de covariancia; de aquí el nombre de derivación covariante. 
En consecuencia u*,x debe ser un tensor mixto. Esta condición nos 
dará la ley de transformación de las funciones Le . En efecto, si u*y 


debe ser un tensor mixto, su ley de transformación debe ser 


0x4 dx 0x4 dx 
(3) ut, = 1 =— — (ul, + 1” ul) 
Ox, 0x'% Ox Dx» 2% 
y por otra parte, segúr (2) y (1), 
4) eya 0x ep ye AS Y ox, Ro 
Ox DYz 0x10xpr 0% * dx 


Igualando (3) con (4) y arreglando los índices para sacar factor 
común u*, lo cual es posible puesto que para ello sólo hay que cam- 
biar el nombre de índices que indican suma, se tiene una expresión que 
si debe ser nula para cualquier vector u* (o sea, las Tí deben servir 
para cualquier vector) , debe tener nulos los coeficientes, o sea, 

Pr dx ya de, _ 0% 9% mm =0 
0x10x, Dxx od de 0 
De aquí, multiplicando por 2x,/2 x”, y sumando respecto de h, 


resulta 
04 0 de Pri dx dx 
PI = A 
E dm dx 0 MO Ord 0 NA 
que nos da la ley de transformación de las Ti; . 
En resumen: siempre que se tengan n* funciones Tf que por un 
cambio de coordenadas se transformen según la ley (5) , las expresiones 
uy definidas por (2) serán componentes de un tensor mixto de se- 


gundo orden, cualquiera que sea el vector contravariante uf. 
Der. 1: Al conjunto de n* funciones Ti con la ley de transfor- 


mación (5) . que no es la de los tensores, se le llama conexión afín del 
espacio y T;_ son las componentes de la conexión. 


Der. 2: A la expresión 
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(6) =u41+ Pa ul 
que es un tensor mixto de segundo orden, se le llama derivada cova- 
riante del vector u* respecto de la conexión Pp 

“ Indicaremos siempre la derivada ordinaria por una coma y la de- 
rivada covariante por punto y coma. 

Ya obtenida la derivada covariante de u* consideremos el pro- 
ducto hu*, siendo Rh un escalar cualquiera, Por ser este producto tam- 
bién un vector contravariante, será 
(7) (hul)ja= (hu) + TEA 

Pero según el postulado admitido sobre la derivación covariante de 
un producto, debe ser también 

(hub) y = higul 4 huy = hi + hal + ha, 

Comparando con (7) y puesto que u* es cualquier vector contra- 
variante, resulta que debe ser h;x = hz, o sea: 

La derivada covariante de un escalar coincide con la derivada par- 
cial ordinaria. 

Este resultado está justificado. puesto que siendo ya la derivada 
ordinaria de un escalar un vector (el gradiente), toda complicación sería 
artificial, 

Pasemos ahora a hallar, con la misma conexión yd la derivada 
covariante de un vector covariante vs. Para ello tomamos un vector con- 
travariante cualquiera u* y consideramos el producto escalar $ =utwj. 
Por ser este producto un escalar, deberá ser 

(eo) = (o) 
y según er postulado referente a la derivación covariante de un producto, 
(8) bios + ab dj = o dh a 0 
o bien, según (6) 
(ut, + Ty, 20 DH Dj — 04 — uv =0 


O sea 
(e 24 + 05 — 041) ul =0 

Como uf es arbitrario, resulta de aquí, 
(9) Diz = Dj — E 04 

Esta expresión es un tensor dos veces covariante, como resulta apli- 
cando la ley del cociente al primer miembro de (8) , que es un tensor, 
cualquiera que sea el vector uf y cuyo primer sumando también es 
siempre un tensor, 

Der. 3: Al tensor definido por (9) se le llama derivada covariante 
del vector vj¿ respecto de la conexión 5 E 


310 


45. DERIVACIÓN COVARIANTE 


Observación. La ley de transformación (5) para las componentes de una 
conexión afín puede escrbise en otra forma que es muchas veces útil, En 
electo, derivando parcialment> respecto de x'» la expresión 

0x1 0xa 


Ds Ds 
resulta 
Pr, dx; 0% CEN Pra E 
Dx dx de, O O OA 
¡con lo cual (5) puede esrbirse 
(y q (A A A NS 
UN a, 17.04) Ue 


2. Derivación covariante de tensores. Veamos ahora cómo se pue- 
¡de obtener la derivada covariante de un tensor cualquiera, siempre res- 
pecto de una conexión dada a . Empecemos por un tensor de segundo 
orden tiy. Si uf, uf son dos vectores contravariantes, sabemos que la 
suma tizutu/ es un escalar (o sea un invariante). Por tanto su deri- 
vada parcial ordinaria 
tyriod + tj + ta 


debe ser igual a la covariante, que, según el postulado admitido sobre 
Ja derivación covariante de un producto, resulta ser 


(10) tinto! + tual + ty 0d ol = 
= tia ol + tigo? (eb + Ta) 44406 (024 + To"). 


leualando estas dos derivadas y arreglando los índices de suma= 
ción para que se pueda sacar factor común u*u?, resulta 


(11) (lossx + ty Ti tim DO — tija) ut =0 


Como ti; u*v1 es un escalar cualesquiera que sean los vectores 4! 
v/, la última igualdad debe verificarse también cualesquiera que sean 
estos vectores, y por tanto debe ser 


(12) tija = £i1n — Ti t9 — DO tim 


que es la expresión buscada para la derivada covariante de ti, respecto 
de la conexión afín E. 


Las n* derivadas covariantes f;jw son componentes de un tensor, 
En efecto, las n cantidades (10) son las componentes del vector cova= 
riante Fy si representamos por F el escalar ti; u*o%, Por otra parte, 
los dos segundos sumandos de (10) son también tensores covariantes 
de primer orden, y por tanto las expresiones ti;:x u* vÍ son componen= 
tes de un vector covariante. Como esto vale cualesquiera que sean u* 
v?, la ley del cociente nos dice que las £;;;x son efectivamente com» 
ponentes de un tensor tres veces covariante, 
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El mismo método permite hallar las derivadas covariantes de los 
tensores de segundo orden de los tipos restantes, a saber 
41, = 10 + Pe 


(13) 
6 o=4 +Da-Dmp 
Lie E A ES 
El procedimiento sirve también para hallar la derivada covariante 
de cualquier tensor, Basta multiplicarlo por vectores convenientes para 
obtener un escalar y aplicar luego el hecho de que para un escalar la 
derivada parcial ordinaria y la covariante coinciden. El resultado gene- 
ral es el siguiente: 
La derivada covariante de un tensor es igual a la derivada parcial 
ordinaria a la cual se le suman o restan términos que contienen la cone- 


xión T'* que sirve para la derivación parcial con uno de los índices 
m 


contraído, según la siguiente fórmula: 


, ht Mob . A] 
+2. 34 
am 1 1 Id Moda 


De la misma manera que para tensores de segundo orden, se de- 
muestra el hecho fundamental de que las derivadas covariantes de un 


tensor son siempre componentes de otro tensor con un orden más de 
covariancia, En este hecho radica la ventaja de la derivación covariante. 

Notas. 1. Obsérvese que la derivación covariante exige haber dado una 
conexión pa con respecto a la cual se obtienen las derivadas. Con otra co- 
nexión, las derivadas covariantes son otras. No tiene sentido hablar de derivada 
covariante de un tensor si no se especifica la conexión que ha servido para 


obtenerla, 

2. Por sucesivas derivaciones covariantes se tiene un método para ir for- 
mando nuevos tensores de mayor orden a partir de un tensor dado y de una 
conexión dada. Cuando un tensor tiene Índices contravariantes, existe también un 
método para obtener otros tensores de orden menor. Basta derivar covariante- 
mente respecto de un índice y contraerlo luego con un índice contravariante del 
tensor, Por ejemplo, a partir de £'% se puede obtener el vector 2%, , y de este 
todavía el escalar 1',y4. Obsérvese que otro vector sería t'%,¿ y otro escalar 


Pe 
3. Derivación covariante de densidades tensoriales. Consideremos 


primero una densidad escalar H. Siempre se puede considerar como 
la única componente estricta H»... de un tensor covariante de orden 


n. totalmente antisimétrico cuyas restantes componentes Hy, 4,...5, se 
definen por ser iguales a H excepto en el signo, que será positivo o 
negativo según que la permutación de los índices sea par o impar com- 


parada con la (1,2,...,n). 
“Vamos a demostrar que, efectivamente, las Haus, 4, así obte- 


nidas son componentes de un tensor covariante. Según la definición es 
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VS 

donde el último factor indica>1 signo de la permutación ($, ,42,..., 1) 
comparada con la (1,2, .., mn). Por otra parte, el determinante 

— jacobiano (44.3) se puede ecribir en la forma 


ES a EA LE (es 
E E pos dba da 

1 2 'n 
“con todas las j sumadasde 1 a n ylas ¿ no sumadas. 


Hagamos ahora el cambi» de variables x; >" en (15) . Siendo, 
por hipótesis, H una densidal escalar, será 


(15) Mia (po) 


Hs, JE de y 
. dx, LO A ES 
E Ra Y 1 
dx, dx, 
A in 


1 
lo que prueba que las Hs, .+. 4, obtenidas a partir de H según la 
fórmula (15) son componentes de un tensor covariante. 
Por tanto, como ya se conoce la derivación covariante de tensores, 
será 


. 
A A PA: AA 
(16) =H)-RA 
puesto que Hz... .1-1,m101, > » «n Sólo es diferente de certo cuando M=h., 
En el último término, el índice k, por estar repetido, se entiende su- 
mado de lan, 

El resultado es una densidad vectorial, puesto que siendo Hz... «njx 
componente de un tensor, su ley de transformación es 
dx, Dx, dx, dx 
” mm 
Hx=Bra.. 


A A 
A A e e La 


CE _,0% 
=J EA Hia- = ] zz Bn . 
Una vez obtenida la regla (16) para la derivación covariante de 
Jensidades escalares, es ya fácil obtener la correspondiente a cualquier 
densidad tensorial. En efecto. si Tí: es una densidad tensorial, divi- 
diendo cada componente por una densidad escalar fija H los cocientes 
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serán componentes de un tensor 4:.:, de iguales características de co- y 
contravariancia que la densidad tensorial de partida, como se deduce 
inmediatamente de la ley de transformación. Por tanto, siempre se 
puede poner 


TZ =Ht 
siendo H una densidad escalar y £xí un tensor. De aquí, por deri- 
vación covariante 


(17) 


=H1t+.H8 


Hat 4H 1 Tu 


Es decir: la derivada covariante de una densidad tensorial es igual 
a la expresión que se obtiene derivando como si fuera un tensor, menos 
el producto de la densidad tensorial por Tr. 


EJERCICIOS 


1. Siendo £% un tensor y dada una conexión afín IT,» calcular las de- 


rivadas covariantes segundas tm y las contracciones t%im, tm, 10. 
2. Comprobar que 8'y:2 = O para cualquier conexión. 
3. Para n= 3, probar que £'%,a = 0 para cualquier conexión. 


4. Conocida la ley (16) para derivar densidades escalares, probar que la 
derivada covariante de una capacidad escalar $ (pseudoescalar de peso —1 


(44.9)) debe ser 
S=S:+DS. 


5, A partir de (9) probar la relación 
a 9 lo, 
a, EL, 
Ls ey es 
siendo J el jacobiano de la transformación. 
6. Demostrar que para que se cumplan las mismas propiedades impues- 
se a la derivación covariante de pseudotensores, si se trata de un pseudotensor 


de peso p, su ley de derivación covariante debe ser la misma que para 
los tensores, añadiendo al final el sumando —p.T% $2. El caso de pseudo» 


tensores ordinarios o densidades tensoriales corresponde a Pp = 1, y el caso del 
ejercicio 4 anterior a p=—1 


7. Probar que si Tf, * 


, “on dos conexiones definidas en un mismo 


Y 
DT — “Df es un tensor, 

8. Probar que la suma de conexiones afines no es, en general, otra co- 
nexión afín. Si > he son conexiones afines, demostrar que la combinación 
A+ tr (2, p constantes) solamente será otra conexión afín si 2 += 1. 


(Basta ver la ley de transformación por cambios de coordenadas.) 


espacio, la diferencia Tf 


9. Probar que si T, es una conexión afín, también lo es Ti = TY, (co- 


nexión traspuesta de la primera). Observar que las derivaciones covariantes 
respecto de ambas conexiones no son, en general, iguales. 
10. Probar que 
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r=1-r 
E 
es un vector. 
11. Probar que la leyde transformación (5) es transitiva; es deci, si por 
un nuevo cambio de variabls 1%. > 2% 
Ve PRE A IRA 


IFAI PERO A 


Pr de Ur y Pe, de sE 


Td O IA ds O 
12. Dado un campo d> vectores contravariantes 2% se lama deladá dd 
Lie de un vector contravarimte u' respecto del campo 2'-a la expresión 
(18) Lu =Nua — Nat 


Análogamente, para ur vector covariante Y. es 
(19) Lo = Por + Muda 
La derivada de Lie ye un tensor cualquiera se deduce de las exposi- 


anteriores consideránd>lo como un producto de vectores. 
Demostrar que los segundos miembros de (18) y (19) son vectores. 


46, ESPACIOS DE CONEXIÓN AFÍN 


1. Espacios de conexión afín. Hemos visto que para definir una 
derivación covariante de vectores o tensores hace falta conocer las com= 
ponentes Ii de una conexión afín del espacio. Es decir, debe darse, 
junto con el espacio, este conjunto de n* componentes. 

Der. 1: Un espacio, junto con las componentes de una conexión 
afín, se dice que es un espacio de conexión afín. 


Ya vimos que las Tí no son componentes de ningún tensor. En 


cambio, de la ley de A 45: E he deduce que las diferencias 
(1) A 

son componentes de un E Se Ha pS de torsión del espacio. 
Si este tensor es nulo, es Ti = T]j y el espacio se llama de conexión 
afín simétrica. 

Otro tensor muy importante del espacio se obtiene buscando las 
condiciones para que las derivadas covariantes segundas sean indepen- 
dientes del orden de derivación. Sea uf un vector; sus derivadas u*;y 
son las componentes de un tensor mixto, Por tanto su derivada cova- 
riante respecto x; será (según 45.6 y 45.13) 


(2) a = a + Due Dd + (2 + DA 4) To 
E 


¡Análogamente, invirtiendo el orden de derivación, resulta 
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; Ub = a DS, ul + Ty + (221 + Mia) TY — 

(3) — (ua + TE 00) TA 

y Por tanto, restando miembro a miembro y teniendo en cuenta que 


los índices distintos de los ¿, 1, k son índices que indican sumación y 
que por tanto se puede cambiar su nombre convenientemente, resulta 


(4) ja — 6 = Rd — Tia 
habiendo introducido la notación 
10) Rin = o Dat 1 m7 LEMA 


Las n* funciones R*y1 son componentes de un tensor. En efecto, 
en la igualdad (4), tanto el primer miembro como T”;z u*y son com- 
ponentes de tensores, cualquiera que sea el vector u* ; por tanto, según 
la ley del cociente, las R*y1z serán componentes de un tensor de cuarto 
orden, una vez contravariante y tres veces covariante. Se llama el 
tensor de curvatura del espacio. 

Si se parte de un vector covariante, v;, se obtiene análogamente 
(6) Diga — Dg = Rig 0) — TODA 

Resulta así el siguiente 

Tror. 1: En general no se puede invertir el orden en la deri- 
vación covariante, Para que las derivadas covariantes segundas de cual- 
quier vector sean independientes del orden de derivación es necesario 
y suficiente que los tensores de curvatura y de torsión sean nulos. 

Si en vez de vectores se considera un tensor cualquiera, un cálculo 
fácil prueba que también las condiciones anteriores son las necesarias y 
suficientes para que se pueda invertir el orden de derivación para un 
tensor cualquiera, 


2. Paralelismo de vectores. En un espacio de conexión afín no 
está definida una métrica, es decir, no se puede hablar de “distancia” 
entre dos puntos, Sin embargo se puede definir un paralelismo entre 


vectores. 

Der. 2: Un vector ul se dice que se ha desplazado por parale= 
lismo del punto xy al punto xy-+dxz, cuando los incrementos du' 
de sus componentes cumplen las condiciones 
(7) dul + Ti ul dx =0 AE 


Si el vector es covariante, las condiciones de paralelismo son 
(8) dea —Tl udx=0 (i=1,2 3 ...,m). 
Por esta razón a los espacios de conexión afín se los llama tam- 


bién espacios con paralelismo. 
Parecería que las condiciones anteriores de paralelismo son arti- 


ficialmente complicadas y que, por analogía con el caso cartesiano, bas- 
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taría definir en cualquierespacio y en cualquier sistema de coordena- 
das como condiciones de >aralelismo las du? = 0 (o sea, definir que 
un vector se desplaza paalelamente a sí mismo, cuando sus compo- 
'nentes se mantienen consantes). Sin embargo, esta definición no es 
admisible, puesto que nosiendo las du* componentes de un vector 
(por cambios generales di coordenadas) podría ser que las condicio- 
nes duí = 0 se cumplican en un sistema de coordenadas y no en 
otro; es decir, se trataría de un paralelismo dependiente del sistema 
“de coordenadas. En camlio, en las ecuaciones (7) , (8) los primeros 
miembros son vectores (presto que equivalen a uyy dxx y Vin dxp 105- 
3 e) y por tanto su anulación es independiente del sistema 
de coordenadas. 

Si se quiere trasladar por paralelismo un vector u* desde un punto 
A aotro B del espacio, * necesita conocer la curva y alo largo de 
la cual se realiza el desplazamiento, Entonces, si la curva y tiene por 
ecuaciones paramétricas % = xr (t) , sustituyendo en (7) tendremos 
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para determinar las 
funciones u*(t). El valor de estas funciones para el valor de t co- 
iento al punto B nos dará las componentes del vector: tras- 

lado. 

En general el resultado depende del camino y. Para que sea in- 
dependiente del mismo, las du' del sistema (7) deben ser diferencia- 
les exactas y, por tanto, deben cumplirse las condiciones 

9 (Tu!) 2 (Lu) 


dx E A 


o sea, desarrollando y teniendo en cuenta que de las ecuaciones (7) 
se deducen los valores de las derivadas parciales uy = — Ta ul, re- 
sulta 
Tio! — Ig ié = D — D 

Pasando todo a un miembro, dando a los índices que van sumados 
el nombre conveniente y teniendo en cuenta (5) , esta. condición se 
puede escribir 

Riu =0. 


Estas condiciones, para todos los valores de ¿, !,k, son las que 
deben cumplirse para que «el paralelismo no dependa del camino para 
el vector particular u*. Si se quiere que el paralelismo no dependa del 
camino para cualquier vector, deberá ser R',1 =0. Tenemos, por tan- 
to, el siguiente 

Tror. 2: La condición necesaria y suficiente para que el parale- 
lismo sea independiente del camino es que sea nulo el tensor de curva- 
tura del espacio. 

Cuando es nulo el tensor de curvatura, se dice también que es nula 
la curvatura del espacio. 
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3. Propiedades del tensor de curvatura. Entre el tensor de cur. 
vatura 
o) e A 
y el de torsión 


(10) Hon =y 


hay ciertas relaciones notables que conviene señalar, 
Por simple comprobación directa se obtiene 


(11) Ri, + Ri, =0 
02) Rip ER = TA, PTE HT + AD, 
+ Ty + DT 


que también se puede escribir (basta hacer el cálculo) , 
4 = 4 
Bipt Puy pe RT Tr a Tit Tiat TT + Ta Ta + Ta Ta 
Son importantes también los tensores que se derivan del de curva- 
tura por contracción de índices. Según (11), los dos segundos índices 
inferiores dan, salvo el signo, el mismo tensor 
(3). Ry = Ri = Ri, = Da Tit ATA DE, 
que es el llamado tensor de Ricci, 
Por contracción del primer índice se obtiene el nuevo tensor anti- 
simétrico 
106) BES Pl 
De (13) se deduce 
(15) BR pr Ti AN Ti Br LOA 
Otra relación, más pesada de comprobar directamente, es 
A a A A Bio Tra Pim Tes 
que más adelante veremos para el caso de conexión simétrica, 


E » 


=p 
4h, e 


4. Espacios de conexión afín simétrica. Si se cumplen las con- 


diciones 
(17) ESO 


el espacio se llama de conexión afín simétrica. Según (10) , estas con- 
diciones equivalen a que la torsión del espacio sea nula. Por consi- 
guiente, siendo la torsión un tensor, la definición es independiente del 
sistema de coordenadas. 

Obsérvese, en cambio, que no sería correcto definir un espacio de 
conexión afín antisimétrica, pues las condiciones E T¿= 0, por no 
ser los primeros miembros componentes de un tensor, pueden cumplirse 
en un sistema de coordenadas y ho en otro. 
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Debido a las relaciores (17), el número de componentes de una 
“conexión afín simétrica es Ya n* (n +1). 

No siendo las La camponentes de un tensor, cabe la duda de si 
o elegirse un particuar sistema de coordenadas respecto del cual 
te ellas resulten mulas en todo punto del espacio. La respuesta es 
“negativa. En efecto, si elb fuera posible, según (9) sería nulo el tensor 
¡de curvatura del espacio; por consiguiente, para los espacios en que 
este tensor no sea nulo, nc puede existir un sistema de coordenadas para 
- el cual todas las Tf, lo stan, 

Sin embargo, para bs espacios de conexión afín simétrica, para 
cualquier punto del espado se puede elegir un sistema de coordenadas 
respecto del cual las 74 Sean todas nulas en dicho punto. Es decir, 
amos a demostrar el im>ortante teorema siguiente: 

Tror. 3: Para cade punto de un espacio de conexión afín simé- 
trica existe un sistema d+ coordenadas tal que los coeficientes Tse 
anulan en dicho punto. 

En efecto, sin restringir la generalidad, podemos suponer que el 
punto dado es el que tiene sus coordenadas iguales a cero, o sea, el 
punto x;=0. Representando por (T;;)o a los valores de T; en dicho 
punto, hagamos el cambio de coordenadas definido por las ecuaciones 


(18) == (jor 


Se tiene 
0x4 1 nl 
A Al 
o sea, dada la simetría de las Le 
Ox; 
E CS 
De aquí se deduce 


dx a 
=p A 
( EA ), 2 A ndo 


y por tanto, según 45.9 será 
2) =0. 


Es decir, en el nuevo sistema de coordenadas los valores de los 
coeficientes de la conexión en el punto considerado son todos nulos. Es 
lo que queríamos demostrar, 
El sistema de coordenadas en que esto ocurre se llama sistema de 
coordenadas geodésicas en el punto en cuestión. Este punto es el origen 
de coordenadas geodésicas. 

Observando la fórmula 45.14 de la derivada covariante de ten- 
sores (o pseudotensores) resulta que: en un sistema de coordenadas 
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geodésicas, las primeras derivadas covariantes tomadas en el origen del 
sistema coinciden con las derivadas ordinarias, 

Este hecho permite simplificar mucho los cálculos en ciertos casos, 
como vamos a ver a continuación. 


5. Las identidades de Bianchi. Sea x un punto cualquiera del 
espacio y elijamos un sistema de coordenadas geodésicas que tenga este 
punto como origen. 

Puesto que en este sistema las derivadas covariantes coinciden, en 
el punto x, con las ordinarias, de (9) se deduce que en el punto x, 
será 

O 

De aquí se deduce, inmediatamente, permutando los índices l,k,m 
y sumando, 

(19) Ponto Pita P ete 

Estas igualdades quedan demostradas en el punto x y para un 
sistema de coordenadas geodésicas. Sin embargo, como los primeros 
miembros de (19) son las componentes de un tensor, si son nulos en 
un sistema de coordenadas lo serán en cualquier otro. Como, además, 
el punto x es un punto cualquiera del espacio, resulta; 


=0. 


Tror. 4: En todo punto de un espacio de conexión afín simétrica 
y respecto de cualquier sistema de coordenadas, el tensor de curvatura 
satisface a las identidades (19). 

Estas identidades se llaman identidades de Bianchi, 

De manera análoga se prueban las siguientes identidades de Veblen 
(20) Pera E Pia + Pri E Rip =0 + 

Observemos finalmente que, en los espacios de conexión afín simé- 
trica, las propiedades (11), (12) y (15) del tensor de curvatura y 
del tensor de Ricci se escriben, respectivamente 
(21) Pit Pia 0, Riot Ri + Rip =0 


(22) Pa Ry= Ti, == Boy 


EJERCICIOS 
1. Probar que dada una conexión afín cualquiera E, > la combinación 
1 
a e 


Esguna nueva conexión afín (parte simétrica de la conexión dada). Probar tame 
ién que 
ia 


€s un tensor dos veces covariante, 
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2. Probar que si la conexiór afín es simétrica, para cualquier vector co- 

variante us, vale 
Maig — Maó a — 

3. Probar que si la conexiónafín es simétrica, para cualquier tensor cova- 

riante antisimétrico us, vale 
Usa E Upa E es = ya E Ed 
4, Determinar la constante a de la conexión 
T =P +09 con n= =T >. 
para que sea 
Li 
1. 'Y 
5, Si con la conexión E el tensor de Ricci es Rs, demostrar que con 


la conexión Ti, + 5; E el tenor de Ricci es 


y 

6. Demostrar que debido a las condiciones de simetría (11), el número 
de componentes independientes del tensor de curvatura de un espacio de co- 
nexión afín no simétrica es %n*'(n—1). 

Si la conexión es simétrica, las segundas relaciones (21) , hacen que este 
número disminuya a Y 1? (nt — :). 

7. Probar que en el origen de un sistema de coordenadas geodésicas es 


teja = a — Dn 


1 
*Riy = Ru o Lands ). 
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1. Espacios de Riemann. Los espacios en que se da una ley para 
medir la distancia entre dos puntos de coordenadas x4, Xi + dx; y por 
tanto, por integración, la longitud de una curva cualquiera, se llaman 
espacios métricos. La expresión para esta distancia puede ser muy go- 
neral, pero el caso más estudiado y más importante en las aplicaciones 
es el que supone que la distancia elemental ds entre dichos puntos está 
dada por una expresión de la forma 
(1) ds* = gs, dx; dx; 
donde las gi; son funciones de las coordenadas xi que se supone ad- 
miten derivadas parciales continuas hasta cierto orden llamado clase del 
espacio (en general igual o mayor que 4) . 

Der. 1: Los espacios métricos en los cuales la distancia elemental 
se define por una expresión de la forma (1) con el determinante Legs! 
de los coeficientes distinto de cero, se llaman espacios de Riemann. 

A veces se exige la condición de que la distancia entre dos puntos 
reales sea siempre real, es decir, que la forma cuadrática sj dx; dx; sea 
siempre positiva. Sin embargo, en las aplicaciones a la teoría de la 
relatividad general esta condición no se cumple; y como, por otra parte, 
la diferencia entre ambos casos aparece únicamente en algunos detalles 
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secundarios, en codo h que digamos a continuación se Puede prescindir 
de esta condición, 

El plano y el espacio ordinarios, con las métricas usuales dst =dx2+ 
+ dx? y de = des + dx2 + dx2 son los ejemplos mas simples de 
espacios de Riemann de 2 y 3 dimensiones respectivamente. 


2. El tensor fundamental. Todo espacio de Riemann está carac- 
terizado por las n? funciones gi; que son los datos del espacio, Sin 
restringir la generalidad se puede suponer que es gi; = gy;, pues en 
Caso contrario basta poner 

8utIN=28y ,) €u=gn 
con lo cual en la expresión (1) los nuevos coeficientes resultan simé- 
tricos. Desde ahora supondremos por tanto que se cumple la condición 
(2) 8u=8n,> 

Por otra parte, puesto que el elemento de arco ds no puede de- 
pender del sistema de coordenadas, es decir, es un invariante y las 
diferenciales dx*, dx/ son componentes de vectores contravariantes, la 
ley del cociente nos dice que las giy son componentes de un tensor 
covariante. Se llama tensor fundamental del espacio, 

A partir del determinante g = | gy, | que por hipótesis es distinto 
de cero, formemos los cocientes 


(3) g= adj gy 


donde el numerador representa el adjunto de g;; en el determinante g: 
Las nuevas funciones ¿% serán también simétricas 

(1 e =gh 

y además, recordando que las sumas de los productos de los elementos 
de una línea por sus adjuntos es igual al determinante y la suma de los 
productos de los mismos elementos por los adjuntos de una línea para- 
lela es igual a cero, se tienen las relaciones importantes 


(5) gag” =38] 
Queremos ver cómo se transforman las g% un cambio de coor- 
g” por 


denadas, Como la relación (5) vale en cualquier sistema, en otro sis- 
tema 2% será también 


gug*=3Í. 


O sea, puesto que gi es un tensor, 


dx. Dx 4 
$ o. =5 
Po a 0. 


Multiplicando ambos miembros por 34/0 xi y sumando respecto 
de ¡ se tiene eS 
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20% q 0 

"a? a 

Multiplicando por g'* y sumando respecto de 1 resulta 
dre 0 

Da 


y finalmente, multiplicando por dx',/2x; y sumando respecto de £ 


CESIER 
a = e 
(6) El 
lo cual nos dice que las funciones g* son componentes de un tensor 
contravariante de segundo orden. Es la forma contravariante del tensor 


fundamental, 


3. Ascenso y descenso de índices. Componentes covariantes y con- 
travariantes de un vector. En los espacios de conexión afín los vectores 
covariantes y los contrevariantes son dos objetos geométricos distintos, 
sin relación entre sí. Ea cambio, en los espacios de Riemann, como se 
dispone del tensor fundamental g, , es posible pasar de un tipo a otro 
de vectores. Así, dado un vector contravariante u*, se llaman compo- 
nentes covariantes del mismo a las expresiones 
(7) Uy = gy ul 
las cuales son, desde luzgo, componentes de un vector covariante, 

Inversamente, dado un vector covariante vs, sus componentes con- 
travariantes se definen por 
(8) v=gp. 

Obsérvese que por las relaciones (5) , si se quieren hallar las com- 
ponentes covariantes del vector v* definido por (8) se obtienen nue- 
vamente las componentes de partida w4. 

En los espacios de Riemann se puede hablar por tanto de vectores 
como objetos geométricos, cada uno de los cuales puede definirse tanto 
por sus componentes covariantes como contravariantes. En el espacio 
euclidiano, y en coordenadas cartesianas ortogonales el elemento de 
arco vale pde : 
(9) ds = dx; dx; 
es decir, es un espacio de Riemann para el cual es gi, = ;, . Por tanto 
en este caso las componentes covariantes y contravariantes de cualquier 
vector coinciden, De aquí que no sea necesaria tal distinción en los 
espacios euclidianos estudiados en coordenadas cartesianas ortogonales. 

La utilidad del tensor fundamental para “subir o bajar” índices no 
sólo sirve para vectores sino para cualquier tensor. Es decir, de cual- 
quier tensor se pueden deducir otros como resultado del ascenso o des- 
censo de índices realizado a través del tensor fundamental. Por ejemplo, 
de a*;, se pueden deducir 
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ay Eg dj, AS a, 

Todos estos tensores deducidos de un tensor dado por las opera- 
ciones de ascenso y descens de índices por medio del tensor funda- 
mental, se conviene en decirque son el mismo tensor expresado en com- 
ponentes de distinta forma. 


4. Producto escalar de vectores. Sistemas coordenados ortogonales. 
Ya definimos el producto escalar de un vector covariante por otro con- 
travariante. En un espacio de Riemann, puesto que se puede cambiar 
el carácter co- o contravariante de un vector, se puede definir el pro- 
ducto escalar de vectores cualesquiera. Así, si los dos son contravariantes, 
será 


(10) uo0=gyu o) 
y si los dos son covariantes 
(11) no=gHu0. 


En particular, si se trata de un mismo vector, su módulo será, según 
el caso, 
(12) lup=gyue , [up =gYe0. 

El ángulo de dos vectores se define por ser su coseno igual al co- 
ciente del producto escalar por el producto de los módulos, es decir 


13 A 
E ars laa 


donde los valores del numerador y del denominador son los antes ex- 
presados. 

Si suponemos que para un punto del espacio se mantienen fijas todas 
las coordenadas menos la x;, al variar ésta el punto describirá una 
línea coordenada del espacio, El vector desplazamiento sobre esta línea 
tendrá como única componente no nula la dx;, o sea, será el vector 
de componentes (0,0,...,dx;,0,..., 0) . Análogamente, el vector 
desplazamiento según la línea coordenada xj será (0, ...,0, dxy, 
0)... , 0). Para que estos vectores sean perpendiculares debe ser nulo 
su producto escalar y, por tanto, gi; = 0. Cuando todos los pares de 
líneas coordenadas son perpendiculares entre sí, se dice que el sistema 
de coordenadas es ortogonal, Por tanto: 

La condición necesaria y suficiente para que un espacio de Riemann 
csté referido a un sistema de coordenadas ortogonales es que sea 

guy =0 para ¿i%Xj. 


Ejemplo: 
Ya vimos en 20.2 que el cuadrado del elemento de arco sobre una su- 
perficie del espacio ordinario está dado por 
de =EdiP + 2Fdudo + 647 
donde u, y son las coordenadas curvilíneas sobre la superficie. Poniendo 


324 


47. ESPACIOS DE RIEMANN 


asma, o=m, E=fa, F=re=p, C=f 
“resulta que dé es de la forra (1) . Por tanto, las superficies del espacio ordi- 
Tiario, con su métrica usual, on espacios de Riemann de 2 dimensiones. Todo 
"que se diga de estos espatos, será válido para superficies. 
Las componentes contrvariantes del tensor fundamental resultan 

a F E 
PS GA =p" 
El producto escalar de los vectores covariantes as, dy resulta 
Cab—Flab+ab)+ Emb 


A TS 


EG-P 


po 


5. Los símbolos de Christoffel. La conexión de Levi-Civita, Para 
definir una derivación covariante de tensores se necesita una conexión; 
ésta es la ventaja de los espacios de conexión afín, que tienen ya una 
“conexión por propia definición del espacio. Se trata de ver ahora si 
a partir del tensor fundamental gi, de un espacio de Riemann, único 
- dato del mismo que se poste, se puede obtener una conexión que permita 
la operación de derivación covariante y, a partir de ella y de manera 
análoga a la seguida en d 46.1, obtener un tensor de curvatura del 
espacio. 
Vamos a demostrar que efectivamente tal conexión se puede ob- 
tener y que aun se pueden exigir las siguientes condiciones: 
a) Que la conexión sea simétrica, 
b) Que la derivada covariante del tensor fundamental obtenida 
mediante la conexión buscada sea nula, 
En efecto, la condición b) , según 45.12 equivale a 
(14) gun = Ti em + Ti gu + 
Para calcular las Jj a partir de estas ecuaciones, escribamos las 
que se obtienen por permutación circular de los índices ¿,¿,h, a saber 


gma = Ji gm + Kien 


15 
La) gm = Toa + Tom + 
Sumando miembro a miembro estas expresiones y restando la (14) , 
teniendo en cuenta la supuesta simetría de los coeficientes de conexión, 
resulta 
(16) Ye (ems + em — 245) = Toy en 
La expresión del primer miembro aparece con mucha frecuencia 
y se indica abreviadamente por los símbolos 
(17) [7,1] = 1% (ems + Ems — 21») 
que se llaman símbolos de Christoffel de primera especie. 
Con esta notación, de (16) se deduce 
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(18) ISP lijh]=€s 4) 
donde los últimos símbolos, cujo valor es 

1 gy a 7 

(19) (a1N=e*[ij,h1] 


se llaman simbolos de Christofiel de segunda especie. 

Resulta de aquí que si existe una conexión que cumpla las con- 
diciones a), b) ella debe serla (19). Queda todavía por probar 
que estas expresiones, símbolos de Christoffel de segunda especie, son 
efectivamente componentes de wa conexión, es decir, que por un cam- 
bio de coordenadas se transforman según la ley 45.5. Teniendo en 
cuenta la ley de transformación de las gi, es fácil obtener la de sus 
derivadas parciales, y como la ley de transformación de las g'* es la 
de los tensores contravariantes, un cálculo simple prueba que efectiva- 
mente los símbolos de Christofíel de segunda especie se transforman 
como conexiones. Se tiene así el importante resultado: 

Tror, 1; En todo espacio de Riemann se puede definir una co. 
nexión y una sola que sea simétrica y tenga la propiedad de que, res. 
pecto de ella, la derivada covariante del tensor fundamental sea nula. 
Tal conexión tiene por componentes los simbolos de Christoffel de se- 
gunda especie, y se llama conexión de Levi-Civita. 

El paralelismo definido con esta conexión (46.2) se llama el para- 
lelismo de Levi-Civita, 

Resulta así que todo espacio de Riemann es un espacio de conexión 
afín simétrica, cuyos coeficientes de conexión son los símbolos de Chris- 
toffel de segunda especie, Por tanto, todo lo dicho para espacios de 
conexión afín simétrica, en particular la existencia de coordenadas geo- 
désicas, tensor de curvatura e identidades de Bianchi, vale igualmente 
para cualquier espacio de Riemann. 

Además, sin necesidad de advertencia previa, siempre que se trate 
de un espacio de Riemann, la derivación covariante se entiende realizada 
ES de los simbolos de Christoffel de segunda especie como conexión 
afin. 


6. Relaciones entre los símbolos de Christoffel. Los símbolos de 
Christoffel gozan de ciertas propiedades que conviene señalar: 
a) Tienen las siguientes propiedades de simetría 
> Sé . . 
(20) [iph1=1[j06k1 0, (i1)=0 4) 
como se deduce inmediatamente de su definición. 
b) De (19) se deduce 
(21) [ij,k] = gm (45) 
y por tanto la relación (14) se puede escribir 
(22) gus = [ih,j1+ [24 5,341. 
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e) Siendo g el deterrinante [gy] y recordando que la deri- 
da de un determinante esla suma de los determinantes que se obtie- 
por derivación sucesiva de cada una de sus filas o columnas, se 


Ex = 21 adigy= gur2 2 
-o bien, según (22) , 
n= (Lib, ple lid (00) 


Puesto que en el último miembro los índices i, j van sumados 
de la n, esta igualdad puede escribirse 


(23) =2(0x) 

o bien todavía 

> 1 0lgg_,s 

10 A 


donde en el segundo miembro va implícita una suma respecto de ¿. 
d) Derivando parcialmente respecto de xp el producto gw g" = 
=38,” y aplicando (22) resulta 
2ug",=-g”((ih,]] + 125,1) 
de donde. multiplicando amos miembros por ¿*! y sumando respecto 
de ¿ resulta la relación 


(25) Pero ea: 


EJERCICIOS 


1. Si en un espacio de Riemann de dimensión 3 las componentes gu 
del tensor fundamental son los elementos de la matriz 


E o o 7 
0 a 0 
0 0 sl sent as) 


hallar los g' y comprobar las relaciones (5). 
2, Calcular, en el espacio de Riemann definido por d* = dx? + «1 dí + 
+ 8 sen" xa dx, los símbolos de Christoffel. 


3. Probar que si us es un vector, Y g ui es un pseudovector, 

4. Probar que Ay uv! = 4401. 

5. Probar que el cos0 definido por (13) está siempre comprendido entre 
—1 y +1 sila forma gu xu x, es definida positiva (o sea, es siempre 0). 

6. Probar que los versores tangentes a las líneas coordenadas (47.4) tio 


nen como única componente no nula a = 1/Vgu y el ángulo que forma el 
tangente a la línea x, con el tangente a la línea x, está dado por 
Lu 
cod == —— 
V gu Eu 


con ninguno de los índices sumado. 
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7. La expresión di =VgdxA dxA... Adxa se llama elemento de 
- volumen. del espacio de Riemann. Comprobar que es invariente por cambios de 
coordenadas, Aplicarlo al caso de superficies (d* = E du* + 2F du du + G de?) 
y a la expresión del elemento de vosmen del espacio ordinario en coordenadas 
esféricas y cilíndricas. 

8. Probar que la ley de transbrmación de los símbolos de Christoffel de 
primera especie es 


a a dx Poo Dx 
AS — 


A 


48. CURVAS GEODÉSICAS. TENSOR DE CURVATURA 


1. Curvas extremales. Sean A, B dos puntos fijos de un espacio 
de Riemann y 
(1) 2% = x (8) (i=1,2,3,...,1n) 
las ecuaciones paramétricas de uma curva que los une. Supongamos 
que a £=to corresponde el punto A y a t=t, el punto B. 

Sea F (xi, x'1) una función de las variables xi y de sus derivadas 
+4 = dxi/dt, Consideremos la integral 


(2) I= pr (xs, 24) de 


extendida a lo largo de la curva (1). 
La curva de ecuaciones paramétricas 


(3) M()=x (0) +eh(t)  (i=1,2,...,1) 
donde £ es una constante y las hi son funciones cualesquiera (deri- 
vables) con las condiciones 

(4) hi (to) =hy(t1) =0, 

serán también curvas que unirán A con B y que tomando € suficien- 
temente pequeño serán tan próximas como se quiera a la curva (1). 
Se nea curvas variadas de la (1) . Para ellas la integral (2) toma 
el valor 


% 
(5) L=SF (tech, di +ehs) de. 
% 


Para € suficientemente pequeño vale el desarrollo de Taylor 


13 
aF ar 
(6) Lite (Gt) d+e (o) 
+ 


donde bajo el signo integral el índice ¡ se entiende sumado de la n. 
Integrando por partes y teniendo en cuenta (4) se tiene 
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Por OR 

anze=> a E 
a . ao 5) 
ñ > 


y 
lo cual el término deldesarrollo (6) que contiene e a la primera 
la y que se represexta por 51 se puede escribir 


. 
dr=.f [E A 
a A 


Esta expresión se llana primera variación de la integral 1. 
Las curvas que anular a la primera variación, cualesquiera que sean 
las funciones hi, se llaman curvas extremales de la integral 1. De 
(7) se deduce que las curvas extremales son aquellas que satisfacen 
a las ecuaciones diferencides 

or d iF 
(8) 


RETA 0 A A) 
que se llaman ecuaciones de Euler, 

Obsérvese que si es 81 + 0, el valor de 1 no puede ser ni má- 
ximo ni mínimo con respecto al correspondiente para curvas próximas, 
puesto que cambiando el signo de £, (6) nos dice que también la 
diferencia I, — 1 cambia de signo, o sea, existen curvas próximas para 
las cuales es 1,>1 y otras para las cuales es 1, <I, Luego: 

Una condición necesaria, aunque no suficiente, para que la curva 
(1) Raga que la integral 1 tome un valor máximo o mínimo, es que 
sea una extremal, es decir, satisfaga a las ecuaciones (8). 


2. Líneas geodésicas. Consideremos el caso en que la integral 1 
es la correspondiente a la longitud de la curva (1) que une A con 
B,osca, 


(9) L= 


7] 


A 
ds= $ Veyxixydt 
% 


Der. 1: Se llaman líneas geodésicas de un espacio de Riemann a 
las líneas extremales de la longitud. 
6) Por tanto las ecuaciones diferenciales de las geodésicas serán las 
con 


F=Vajrix; 
o sea, puesto que las gi; son funciones sólo de las xi, (no de sus de- 
rivadas), 
d (emite xs 
5 al NS 
A El 2F ) a 
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Estas ecuaciones valen para qualquier parámetro £, en particular 
para el arco s dela curva, en cup caso es F=1 y por tanto las ecua- 
ciones se escriben 
A guaxixy — Valen + gut 1) — Ya (ems + gua) 2 =0 

Por ser gy = gy es también 211% = 2,2% y por tanto las 
ecuaciones anteriores, recordando la definición de los símbolos de Chris- 
toffel de primera especie, se escriben 

gn +[ij,h]x1x, =0 
o bien, multiplicando por g** y sumando respecto de h, 


(10) e tHli) 0 =0 =D e 
Éstas son las ecuaciones diferenciales de las curvas geodésicas del 
espacio, 


3. Operadores diferenciales. 

Gradiente, Dada una función Q (X1, xa, ..., Xn) se llama gra- 
diente de la misma al vector covariante 
(11) Vi0= Qa 

Rotor. Ya vimos que dado un vector covariante u¿, las diferen- 
cias de derivadas ordinarias 
(12) Tij = May — ys 
son componentes de un tensor antisimétrico llamado rotor de uy. 

En un espacio de Riemann el rotor está definido también para 
vectores contravariantes, puesto que se puede pasar a sus componentes 
covariantes. Por ejemplo, el rotor de u* será el tensor 

1= (gu) y— (gnu). 

Para el espacio de tres dimensiones, n =3, el tensor rs y la den- 

sidad tensorial de Levi-Civita permiten definir una densidad vectorial 


(13) R= 1 1 4% 0, 04 
2 

que es la comúnmente llamada rotor en el cálculo vectorial elemental. 

Divergencia. Se llama divergencia de un vector contravariante u* 
al escalar 
(14) divu=wuy=u4 ¿+ (4) 4. 

Recordando 47.24 resulta 

diva =u84 +1 (log g),¿01 =,45 + (1/12) Ve) yu 

o bien, como los índices ¿,¿j van sumados de 1 a n, resulta la fór- 
mula explícita 
(15) divu= (112) Weu)a 
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Si se trata de un vector «ado en forma covariante v;, no se puede 
finir la divergencia por u;s lo cual no es ningún invariante, sino 
que pasar a las componentes contravariantes y luego aplicar 
(1 5). Resulta así 


16) divv=(1/V g) (Vzg Yo) 4 

La divergencia se extienle también a tensores cualesquiera; basta 
tengan índices contravarantes (lo que siempre se puede lograr en 
pacios de Riemann por elevación de índices) y luego derivar covarian- 
nte respecto de uno de estos índices y contraerlo, En este caso 
len existir distintas divergencias, según sea el índice que se contraiga. 
ejemplo, para un tensor de segundo orden G' existen dos diver- 
¡pencias: G*,;, G'W,5. Si QM es simétrico la divergencia es única: 
(17) divG" = GU, =G%,, 

Primer parámetro diferercial de Beltrami. Se llama primer pará- 
“metro diferencial de Beltrami de una función q (%1, Ye, +... , 40) al 
módulo de su gradiente, o sea 

(18) Aq= e 0. 

Laplaciano o segundo parámetro diferencial de Beltrami. Se llama 
laplaciano o segundo parámetro diferencial de Beltrami de una fun- 
ción «q a la divergencia de su gradiente, o sea, según (16) 


(19) Alp = (1/12) (Vegas)... 

En el espacio euclidiano y en coordenadas cartesianas ortogonales 
es giy=5, y por tanto el laplaciano toma la forma de suma de deri- 
vadas segundas Qs. 

Ejemplo: 

El laplaciano en coordenadas esféricas, En coordenadas esféricas, el ele- 
mento de arco tiene la forma 

de= d+ 041404 seno do? 


y por tanto es 
g=0n0, =1, P=1/0, e =(Cent0)* 

y por tanto la expresión del laplaciano de una función «p será 

(20) 


bo= cemor[0r, + (609) + ( Da ) ] 
a 


sen 0 
de acuerdo con 17.36. 
4. Componentes físicas dle un vector. En el cálculo vectorial ele- 
“mental es costumbre tomar por componentes de un vector los módulos 


de sus verdaderas componentes, consideradas como si fueran vectores de 
una sola componente no nula. Así, en vez de uf o Y; se toma 


(21) U=Vgwu , V=V¿Pou 
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donde los paréntesis indican que bos índices encerrados por ellos no de- 
ben sumarse. 

Estas componentes Uf, V; se llaman componentes físicas del 
vector respectivo. La ventaja de ellas es que en coordenadas ortogo- 
nales, que son las de más frecuente uso en las aplicaciones, no hay que 
distinguir entre las componentes co- o contravariantes, pues ambas to- 
man el mismo valor, En efecto, silas componentes físicas de u* son las 
U* dadas por (21), en un sitema de coordenadas ortogonales es 
Us = 815 4% y por tanto 


Us =V EW 8) ul = vio V Za) U* =05 
donde en ninguna de estas expreiones el índice ¿ va sumado. 

Sin embargo, debe tenerse bien en cuenta que las componentes 
físicas no son componentes de un vector, pues su ley de transformación 
por cambios de coordenadas no es la de los vectores. Siempre que de 
una expresión con ellas se quiera averiguar su carácter tensorial, se debe 
primero pasar a las componentes ordinarias mediante las fórmulas (21). 

Con esto, teniendo en cuenta las fórmulas del número anterior, se 
obtiene: 

a) Las componentes físicas del gradiente de una función Y son 


(22) ViV =Vg UPV 
b) La expresión de la divergencia de un vector dado por sus com- 
ponentes físicas U* es 
pe ve 
(23) DivU = (1/9 (Lun. 
£iav 

ce) El laplaciano, como es un escalar que proviene de otro escalar, 
tiene la misma forma en componentes ordinarias o físicas. 

d) Para el rotor de un vector, en el caso n=3, puesto que la 
expresión RR* dada por (13) es un pseudovector, debemos primero 
definir las componentes físicas de un pseudovector, Puesto que Vg es 
un pseudoescalar, el cociente R*/V g será un vector y las componentes 
físicas de este vector, a saber, 


= E 
R*=— VE 
Ve 
son (por definición) las componentes físicas del pseudovector R*. 


Con esto, para hallar las componentes físicas del rotor de 4; dado 
Por sus componentes físicas V;, según (13) y (21) se tiene 


(24) 
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nde los índices repetidos am sumados, excepto cuando están entre 
Obsérvese que los valore (22), (23) y (24) coinciden con los 

nidos en el apartado 17 le manera elemental y directa. Es un ejer- 

o instructivo hacer la conprobación en cada caso. 

Ejemplo: 

El vector velocidad, cuyas componentes contravariantes son las derivadas 

respecto del tiempo, tiene por componentes físicas en coor- 


esféricas 0,00, esenD a, como resulta aplicando (21) . En coorde- 


cilíndricas sus components físicas son 7,rú, 2. 


5. El tensor de curvatura en espacios de Riemann. El tensor de 
'atura de un espacio de Riemann es el mismo 46.5 con sólo tener 
cuenta que los coeficientes de conexión son ahora los símbolos de 
stoffel, de acuerdo con el teor, 1 del apartado 47. 

Se tiene así 


(85) Ra = 0 DON 000). 
En los espacios de Riemann, como se dispone del tensor funda- 
mental gi, , se puede tener la forma covariante del tensor de curvatura, 
a saber, 

(26) Riga = gu R'ya > 

“Vamos a obtener una expresión desarrollada de este tensor. Te- 
niendo en cuenta 47.21 y por tanto z 


4 4 
(27) gn (12d + go (1) = 5, 
se puede escribir 


Bio = [ka (1) 201 — 1,04 + Un) em 
= [sk,1 (9) + [51,3 (4) = 
= [pk h1l0— [FL 1 +(4%) (ls 1,8] — 801) — 
41) (Us k, 8] — £ax) 
o bien, teniendo en cuenta 47.14, 
Biw= Dj k,hla — [il hdx— (4%) [1h] + 
en +(810) [kh,s]. 
Sustituyendo los valores 47.17 y 47.19 resulta finalmente 
Raj = YA (Ej1,u + Em,11 — Ema — Ent ju) — 
= g*([h1l,s] [3,1] — [24£,5] [51,0) 
que es una expresión muy útil del tensor de curvatura. 
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De esta expresión se deducen inmediatamente las siguientes pro= 
(30) Raymi Russ + Run =0 
Rss = — Rapa =— Ria = Rima 
piedades de simetría del tensor de carvatura: 


Ruy = Roa; - 
En virtud de estas propiedades las n* componentes del tensor de 
curvatura no son todas independientes y basta un número menor para 
Poder determinar a todas ellas. Un razonamiento de tipo combinatorio 


prueba que el número de componentes independientes es yr (4=1):. 


6. Tensores deducidos del de curvatura por contracción. Por con- 
tracción del último índice del tensor de curvatura se obtiene el tensor 
de Ricci, 

(31) Ry=Rin. 

Es fácil comprobar, directamente de la expresión del tensor de cur- 
vatura, que el tensor de Ricci es simétrico, 

Por contracción del índice intermedio como es R*yx == Rixj re- 
sulta el mismo tensor de Ricci con el signo cambiado. 

Por contracción del primer índice resulta 


4 . 

(32) Rén=Rii= [0d — la da 
y por tanto, teniendo en cuenta 47.24 resulta R*,;=0. En resumen: 

En un espacio de Riemann, por contracción de índices del tensor 
de curvatura se puede obtener un solo tensor no nulo, el tensor de Ricci, 
el cual es simétrico, 

Obsérvese que a partir de la forma covariante del tensor de curva- 
tura, siendo 

Rip = 2% Raga 

el tensor de Ricci se escribe 


(33) Ba= 2 Rig. 
A partir de este tensor se puede formar el escalar 
(34) R=¿Ra 


que se llama curvatura escalar del espacio, 
Otro tensor importante es el tensor gravitatorio de Einstein defi- 
nido por 


1 
(35) Gy =Ry Reus 
el cual es simétrico y tiene la propiedad fundamental de tener su diver- 
gencia nula, o sea, Ú 


(36) GU¿=0. 
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La demostración de esta propiedad, fundamental e1 la teoría de 
relatividad general de Einstein, se lleva a cabo utilizado las iden- 
les de Bianchi, que para un espacio de Riemann ¡siendo un es 
cio de conexión afín simétrica) se escribirán en la foma 46.19, o 
descendiendo el índice superior (o sea, multiplicanlo por gi y 
do respecto de 2), 
Rosi + Rajma + Rajmia = 0 
De aquí y (33) se tiene, sucesivamente 
RU = (Ripa) gg = (Rima) gg = 

= (Rams) gg 91 = ( Rato — Retina) 898% e” 

= Ry 87 — Ropa g? e = Ry gl — Ra 
de aquí, pasando el sustraendo al primer miembro y depejando, 


Ra 


3 
Z Bug 
¡de donde resulta (36) . 


7, Laplaciano de un vector. Para n=3, dado un vecbr us, el rotor 
“definido por (13) es un pseudovector. Para obtener nuevamente un vector bas. 
tará considerar el cociente R*/YVg, de maneraque en muchas cuestiones es útil 
definir el rotor de us, en lugar de (13), por el vector 


(37) rota = — Ma 0 
g 
De esta manera la expresión rotrotus será nuevamente un vector y po- 
“dremos definir (como en 16.3) el laplaciano de un vector por la expresión 
(38) Au = grad div us —rotrotu. 


“Vamos a calcular la forma desarrollada del segundo miemiwo (para n= 3). 
Escribiendo siempre la componente covariante de Índice 1 y poniendo deri- 
vación covariante aun en los casos en que podría sustituirse por la ordinaria (lo 
cual tiene la ventaja de ser nulas las derivadas del tensor fundamental) , es 


div us = usa g” 


rota = e 


rotrotu = se Ma 0 ge ge 
Z 
Pero, siempre para n=3, 
e? gmngn = tungg” 
y por tanto 
Tot TOÉ 2; = Uy yy ett hi gt (Uy yy, — Up yy) 80 
Con esto, aplicando 46.6 resulta 
Am = tun 2? + Rar a 
ES A 
ng? + Rasa” 
Para un espacio de dimensión 1 cualquiera, la definición (38) no tiene 
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sentido, pues el sustraendo del segundo mimbro deja de ser un vector. La de 
finición natural sería tomar como laplaciao de un vector us el muevo vector 
un g?. Sin embargo, para que en el cso n=3 coincida con la definición 
(38) se acostumbra a tomar como defintión de laplaciano de un vector us, 
para cualquier espacio de Riemann, el nuevo vector 
(39) Am = tun g + Rasa 

Compárese este resultado con lo dicko en 17.8. 

Obsérvese que la notación Aux no significa el laplaciano de la función us 
considerada como un escalar; es simplemente una notación para indicar la come 
Ponente 1 del laplaciano del vector us. 

Un vector se llama armónico sobre wa región de un espacio de Riemann 
dado, cuando en ella cumple la condición Au, =0, 


EJERCICIOS 


1. Las superficies del espacio ordinario, con el elemento de arco d*=E du"+ 
+2F du do+G di”, son espacios de Riemann de dos dimensiones, para los 
cuales es gu=E, ga=gu=F, fa =G, u=%, 0= %. Probar que, 
para ellas, las únicas componentes no nulas del tensor covariante de curvatura 


son 
Ras = — Rom = — Roo = Run + 
2. Demostrar que en el caso anterior, n=2, la única componente es- 
tricta Ram es un pseudoescalar de peso 2, es decir, que por un cambio de 
coordenadas de jacobiano /, es R'm=J*Ram. Deducir de aquí que el 
cociente 
Rua 


K=— 


£ 
es un invariante, el cual se llama curvatura de Gauss de la superficie, 
3. Considerar la superficie cuyo elemento de arco es de la forma de= 
= du! + Gdo* y probar que para ella es 


Ran 1 *yG 
Ka == — 


73 va 0 


» Ru=—Kgy , R=-2K. 


4. Probar la relación (n=dimensión del espacio) 
1 E 
(5- 1) iio gud(Veg”). 


5. Teniendo en cuenta 47.24 probar que el tensor de Ricci de un es- 
pacio de Riemann puede escribirse en la forma 


Ru = (lg VD (Dar (0) 
6. Probar que guy g =n. 


01) (og VE)» 


49. IDEA DE LA TEORÍA DE LA RELATIVIDAD GENERAL 


1. La relatividad general. La teoría de la relatividad especial 
supone que el espacio-tiempo es un espacio de Lorentz-Minkowski, es 
decir, un espacio de Riemann con el elemento de arco 
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(1) de =dxi + dx? + dx? — 0dé. 

Este elemento de arco tiene la misma expresión en todos los pun- 
“tos del espacio. 

La teoría de la relativilad general conserva la hipótesis fundamen- 
“tal de que el espacio-tiemjo es un espacio de Riemann, pero supone 
que la forma del elementc de arco depende de la distribución de la 
materia y que, por tanto, debe determinarse en cada caso. Es decir, los 
"coeficientes giy (en número de 10 puesto que n=4) de la forma 
fundamental 

(2) ds = gi dx dx, 


no pueden darse de una 7ez para siempre, sino que deben calcularse 
por medio de ciertas ecuadones, las cuales dependen de la distribución 
de la materia y de la energía (conceptos equivalentes) en el espacio. 

Para determinar estas ecuaciones, Einstein parte de las siguientes 
condiciones: 

a) Deben ser tensorizles. Además, tratándose de 10 funciones in- 
¡cógnitas, se deben tener 1) ecuaciones, con lo cual resulta que los pri- 
'meros miembros de las ecuaciones deben ser componentes de un tensor 
de 10 componentes; en el espacio de + dimensiones la única manera de 
que esto sea posible es quz se trate de un tensor simétrico de segundo 
orden; representémoslo por Gi» 

b) Por analogía con la clásica ecuación de Poisson (pág. 163), Gw 
debe contener a las derivadas parciales segundas de las funciones incóg- 
nitas gw, de ser posible linealmente por razones de simplicidad. Ade- 
más, también por analogía con la ecuación de Poisson, las ecuaciones 
deben ser de la forma 
(3) Gy =aT4 
siendo «a una constante y Tyy un tensor simétrico, llamado tensor 
materia-energía, que depende de la distribución de la materia y de la 
energía en el espacio. 

€) El principio de conservación de la energía obliga a que la di- 
vergencia de Ty; sea nula, lo que lleva consigo, según (3), a que tam- 
bién sea nula la divergencia de Gi,, O sea 
(4) Gjy=0. 

Con estas condiciones se demuestra que el único tensor que las 
cumple es de la forma 


1 
(5) Gy=Ry=Reu+ Meu 


donde Ri; es el tensor de Ricci y R la curvatura escalar ya definidos 
al final del apartado 48 . Prescindiendo del último término, que sólo 
interesa para problemas de tipo cosmológico (%. es una constante Jla- 
mada constante cosmológica cuyo valor es despreciable para distancias 
no astronómicas), las ecuaciones de la gravitación de Einstein son 
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1 
(6) Ry = z Rgy=0Tiy 


De estas 10 ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden, 
deben determinarse las g;;, con las cuales se tendrá el elemento de 
arco (2) del espacio. 

Observaciones: 1. Las 10 ecuaciones (6) no son independientes, 
puesto que se cumplen las relaciones (4) y las análogas para Tsj 
O sea, 


(7) (2u — 5 REI Ta =0 . 


Esto está de acuerdo con el hecho de que las diez gi¿ tampoco pue- 
den quedar completamente determinadas, puesto que por un cambio 
de coordenadas (para lo cual se dispone de 4 funciones 4 = x'4 (%1, 
Xa, Ya, X4)) se pueden dar valores arbitrarios a 4 de las gs,. En rea- 
lidad se trata de 6 funciones incógnitas y 6 ecuaciones para deter- 
minarlas, 

2. Fuera de la materia y de las regiones con energía, siendo Tyy=0 
las ecuaciones (6) quedan 


1 
(8) Ry=7Re=0. 


Multiplicando por g' y sumando respecto de ¿, ¿j siendo 
Ryel=R , quel =4 
resulta que debe ser R=0. Por tanto: fuera de la materia y energía, 
las ecuaciones de la gravitación toman la forma simple 
(9) Ry=0 

3. Conocido el elemento de arco ds se puede estudiar toda la geo- 
metría del espacio-tiempo. Falta entonces —y éste es el mérito funda- 
mental de Einstein— interpretar físicamente esta geometría estableciendo 
una correspondencia entre los elementos geométricos del espacio-tiempo 
y los fenómenos físicos del espacio tridimensional. Por ejemplo, unos 
primeros postulados para establecer esta correspondencia son: 

a) Si un punto se mueve libremente, describirá una geodésica del 
espacio-tiempo, 

b) Si el punto se mueve con la velocidad de la luz, la geodésica 
que describe es de longitud nula. Es decir, las trayectorias de los rayos 
luminosos son geodésicas de longitud nula (o sea, ds=0) del espacio- 
tiempo, 

Posteriormente se vio que estos postulados eran consecuencia de las 
ecuaciones fundamentales (6) . 


2. La solución de Schwarzschild. El sistema (6) es en general 
imposible de integrar exactamente, debiendo hacerse de manera apro- 
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“xximada. Sin embargo hay un Caso simple en que la integración se logra 
de manera exacta, debidc a ciertas simplificaciones que pueden hacerse 
a priori por razones de simetría, Es el caso de suponer que sólo existe 
una masa puntual invarible con el tiempo, 
En este caso, las condciones de simetría del problema permiten sim- 
ificarlo mucho, y la integración del sistema (6) que en este caso se 


reduce al (9) , es posible. conduciendo al elemento de arco siguiente 
(10) de =* (1 -K/r) de - [QU — K/n)* dr + 
+ 2 (sen? 0 do + d0*) ] 


que es el elemento de arco del espacio-tiempo creado por una masa 
puntual inmóvil y que fuz obtenido por primera vez por Schwarzschild. 

En la expresión anterior, las coordenadas son polares, con la sola 
diferencia de r que es un poco diferente, pero con diferencia despre- 
ciable, de la distancia al >rigen donde se supone colocada la masa pun- 
tual dada. K y c son los constantes de integración, la primera vin- 
culada con la constante 1miversal de la gravitación de Newton y la se- 
gunda igual a la velocidad de la luz, lo gue resulta del hecho de supo- 
ner que para rw el elemento de arco de un universo sin materia 
ni energía debe ser el de la relatividad restringida. 

La cordenada 0, distancia polar, tiene el mismo significado que en 
la figura 58; la coordenada « es la que allí representamos por a + 


3. Geodésicas del espacio de Schwarzschild. Las trayectorias de 
un punto material que se mueve libremente en el campo creado por una 
masa puntual fija serán las geodésicas correspondientes al elemento de 
arco (10) . Para hallarlas hay que buscar los símbolos de Christoffel y 
utilizar las ecuaciones 48.10. 

Haciendo el cálculo, largo pero no difícil, resultan como ecuacio- 
nes de las geodésicas 

de 


1 
mo Ty — ren 0? re sen? 4 L cren E 0 
REA ret 0? —relsen? Oy TE 


+40 —smdco0gr=0 


(1) 19 
y+2cot0ry ire =0 
du 
OS 
donde se ha puesto, por simplicidad 
(12) e= 1 —K/r - 


La primera de estas ecuaciones puede sustituirse por la que ex- 
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presa que el parámetro es el arco, la cul se obtiene dividiendo (10) 
por ds*, resultando 
(13) can—earn—?erdea—rm=1. 

Vamos a integrar el sistema (11) pira el caso de geodésicas que 
ño pasan por el punto central. 

Siendo el sistema (11) de segundo arden, se pueden dar el punto 
inicial y la tangente en él. Tomemos los ejes coordenados de manera 
que las condiciones iniciales para 0 sean 


Xx 
=F , 0=0. 


Con ello, la segunda ecuación (11) nos dice que también es 0”, = 
y por derivaciones sucesivas se obtiene que todas las derivadas de 0. re- 
sultan nulas. Por tanto: la geodésica es una curva plana contenida en 
el plano 0=x/2. 

Poniendo 0=x/2, la tercera ecuación (11) da 


(14) P (dp/ds) = h= cte. 
La última (11) da 
(15) el (dt/ds) = k = cte. 
Sustituyendo entonces en (13) los valores 
K de dr _drh dp _h 
E — =koP == —_— == — 
td E C 


y siendo siempre 0=x/2 se obtiene 

(16)  (dr/dp)? =— (1-2 k*) (1/12) + (K/4) 9 19 +Kr 
que por el cambio de función r=1/u se puede escribir 

(17) (du/dp)? =— (1 — 6*K2)/h2 + (K/h2) 4 — u + Ku 

o bien, derivando respecto de p y ordenando 

(18) du/dp +u= K/2h* + (3/2) Ku” 

que es la ecuación de la proyección de la geodésica sobre el plano 7, p 
O sea, la trayectoria en el espacio físico, 

Si, en primera aproximación, se toma sólo el primer término del 
segundo miembro, la integral es u=(K/2h*) (1+ecos (p—qo)) , 
con e=cte. que es la ecuación de una cónica con el foco en O: es 
el resultado clásico de Newton. Pero si se tiene en cuenta toda la ecua- 
ción (18) la integral es una curva parecida a una elipse que al mismo 
tiempo girase alrededor de O. El punto de mínima distancia a O va 
girando alrededor de este punto, fenómeno llamado precesión del peri- 
helio, el cual será tanto más apreciable cuanta mayor sea la influencia 
del término (3/2) Ku? en (18), o sea, cuanto menor sea la distancia 
al punto central. En el caso del sistema solar es sólo apreciable para el 
caso del planeta Mercurio, y el resultado obtenido coincide con el ob- 
servado, Es uno de los fenómenos en que la teoría de Einstein aventaja 
a la de Newton. 
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Para las trayectoria de los rayos luminosos, las ecuaciones son la 

mi: de antes, con sóo tener en cuenta que ahora debe ser ds=0. 

En vez de (16) se obtine 

(dr/do)2 = (1/1) =r* +Kr 

que poniendo r=1/u se escribe 

(19) (du/dg? +4 =(%P)/P+Ku. 

A distancias mo muy cercanas al punto central, el término Ku* e 

despreciable y las curva integrales son u= (ck/h) cos (p — o). , que 

“son rectas, En cambio, si se tiene en cuenta el término Ku* las tra 

ectorias resultan curvas Físicamente significa que los rayos luminoso: 
ben curvarse al pasar cerca de una masa material, curvatura que se 

lcula a partir de la ecuación (19) de la trayectoria. 
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APARTADO 1 


1. Por lados opuestos de un jaralelogramo. 


2, a) El módulo de OP deb: ser igual al del vector 00,3; b) 00, y 
OP deben ser perpendiculares entr . 


3, 7/14 
4. (2/VDa. 


APARTADO 2 
1. 2y15%. 


2 a=1%. 
S. 5/43. 
4 a=0. 
WI, —1/YU, 3/V11. 

6 senao=swnP=>0y=1/Y43, 4=4=4= 5/43. 

7. —1/2, 1/42, 0. 

8. 0,0,1, 

9. v3,1,0. 

10. 1/5/3, —2V3/3, 2V5/3. 

11. Si ABCD es el cuadrilátero y P,Q,R,S los puntos medios de sus 
lados, es Q— P= 4(B+C) — (A + B) = 4(C— 4), R—$= 
AS y dadas a, plan 


12. Es igual al ángulo de los wectores K — 1—J y 143 +K; por 
tanto cor8 =— 1/3. 


e 
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APARTADO 3 


1 (12,—6,—6), (-1,1,0), (2, —4,4), (-19,9, 11),(12, 
-11,9. 

2. Sea 0 el ángulo entre A y Bj si 6>60*, la diferencia es mayor 
que cero, si 0:=60* es igual a cero y si 0 <60* es menor que cero. 


3. Igual a VIS. 

4. Para que A-+B determine con Á un ángulo de 30* debe ser b= 
=3/(2 sen 15%). 

5, Equivale a que en todo triángulo un lado es menor que la suma de los 
otros dos y mayor que su diferencia, 

6y7. Hacer la construcción. 

8. Que se cumpla una de las tres condiciones A=B + C, B=A+C, 
C=BHA. 

9. La suma a«A-+BB siempre da vectores del plano determinado por 
A y B, por tanto debe ser y=0; análogamente a=f=0. 


10. Tomando G como origen de coordenadas es aP,+BP=+yP,=0, 
a+B+y=1. El punto Qs debe cumplir Q=2P=1(P, — Ps) + Pa; 
de aquí AP,+ (1 — 1)P,—n Pa =0 y por tanto, comparando con la primera 
relación anterior, se tiene a=2/(A—1) y como es A=QP, resulta a= 
= Q/(0; — Ps) que es lo mismo que GQ/Q,P; ; análogamente se obtiene 
PB = CQ/Q:P, y y = CQ/QP» ; la relación a + $ + y = 1 prueba enton- 
ces el enunciado, 


11. a) Tomando 1 como origen de coordenadas, se trata de hallar x, 
y, 2 talos que xOP, + yOP, +20P,=0. Sean a, B, y los ángulos interiores 
del triángulo Pi PsP». Tracemos por P, la paralela a JPa hasta encontrar en 
M a IPs; luego por M la paralela a IP, hasta cortar en Ha 1Ps. 


En el triángulo IMH es HM/sen%(6+y) =18/sen%(a + y), o sea, 


1P;/cos (a/2) = 1H/cos (B/2). Además TH/TP, = (1H/IP,) (1Py/IP,) = 
= sen B/2 cos P/2 /sen a/2 cosa/2 = sen B/sena = b/a. Análogamente 


TM/IP; = cla. 


Por tanto, siendo por construcción IP, + (1H/1Pa) IP, + (1M/1P») IP, = 0 
resulta el enunciado. 

b) Tracemos por P, la paralela a LP, hasta que corte en M a LP, y 
luego por M' la paralela a LP, hasta que corte en H a LP. Llamando 
01, Ba, Y, a los ángulos LP,Pa, LPsP:, LPsPa en el triángulo LP.M , siendo 


PM = LH, se tiene que LH/LP; = sen 2ay/sen 2y y como es a+ y=x/2, 
B+0=x/2, y + Bi = 1/2 resulta LH/sen 28 = LP;/sen 2a = LM/sen 2y 
de donde sigue el enunciado. 


€) Siendo G el punto de encuentro de las medianas debe ser G = 
=P, + AA(Pa + Pa) — Pa) = Pa + n(% (Pa + Pa) — Pa), o sea, obser- 
vando que la suma de los coeficientes es igual a la unidad en ambos miembros 
y que por lo tanto deben ser iguales, resulta 1 =p = 2/3, de donde se deduce 
el enunciado. 
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12. Las condiciones (B=— A) (C— D)=0, (D—4).(B— €) =0 que 
. que dos pares de aristas puestas son perpendiculares, llevan consigo, 
"por sustracción, que también sea ((— 4).(8— D)=0. 


13. Basta hacer los productos indicados. 

14. Sea G, el baricentro delas h primeras masas del sistema; es G.= 
(1/m) (E m0P) == (1/m) (E m0? + E m0P,) = (1/m) (106, + 
E OPI ¡doce prada el o 


15. Se eleva al cuadrado la reación OP.+=0G — P4G, se multiplica lue- 
go por ms y se suma para todo i,observando que EmP:G=0. 


M6: Es ¿PiPs = OPs. — OP. 5: clevando al cuadrado, multiplicando por 
Umim, y sumando respecto de ambos índices resulta el enunciado, 


17. Basta que se cumpla 7a, + 30s — 74, =0. 


18. Sean A, B, C los vértices del triángulo dado; los puntos que dividen 
A lados en la razón A son A =B+12(C—B), B' = C4+A(A—C), 

A +2(B — A); los vectores que unen cada vértice con el punto co- 
1respondiente del lado opuesto son A' — A = (B-A) +2AC—B),B' -B= 
=SC-—B+AA—C),C—-C=A—C+1(B— A) ; observando que 
cada uno de ellos es igual a la suma de los otros dos (cambiada de signo), 
vesulta el enunciado, 


19. Es OM = Y4(OP + ON), ON = Y4(OP + OM), y oP'" = 
= %4(OM+0N); sumando resalta la relación pedida. 


APARTADO 4 


1. Sean As el versor correspondiente a A, 
sentido directo; llamando a al ángulo entre A 
B, = bsenaAs. 


2. La igualdad equivale a A. (B — C) =0, de donde sigue el enunciado, 
3. cosa =1/NT10, cosf = — 21/5/22, cosy =4/5/3. 
4. Observar que JA + B[*= (A + B)* = »+BH+2A.B. 


5. a) Siendo a el módulo de A y H un vector cualquiera, X= (K/a*) A+ 
+ AAH; b) B debe ser perpendicular a Á; entonces, siendo A un es- 
calar arbitrario, es X =2A + (AA B)/2. 


6. Los ángulos de C con A, B están dados por cosa =cosB = 
=(0+A.B)/(a+b)c. 

7 AAB=21+ 15] + 3K; el versor buscado es el vector anterior di- 
vidido por su módulo 238. 

8. JAAB|=|41 +10] —3K|=5v5. 

9 AAB+BACECAA+ (CA) MBA) =0. 


y Az el perpendicular en el 
y B, será B, = bcosaAs, 
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10. AB+AC=abcosa + arcosB = a(bcosa + ecosB) y beosq + 
+ ccosP es la proyección de B+G sobre la dirección de A. 

11. A.B/a=5//10. 

12. Si A, B son los vectores de dos lados sonignes, el enunciado 
vale a la identidad (A + B)* + (A— B)*=24" + 2B* Dis 

13. Se sustituye C=—A-—B. 

14. a) 14; b) —31—31J+2K; c) 411 153 60E; d) —3- 
—65J —2K; 4) —10(151— J + 10K); f) 281 — 42K 

15, cosa=a/d, cosB=b/d, coy=«dcond=24+8 40; pe 
ra el cubo es a=b=c. 

16, Equivale a (A+ B4+ 0) =A'+B'4C'+42A.B+4 24.04 
+ 2B.0. 

17. (A +B)(A — B) =A' — B*; para que sean perpendiculares A? = B*, 
osa, JA] =/B]. 

18. AAB=214+6J+13K; la solución es este vector multiplicado por 


3/1/2039. 


19. Un vector paralelo al eje y es AJ y otro paralelo al plano x,2 es 
p1+vK. Por tanto AJ(1I + vK) =0. 


20. JA ABI = (ab — abr)" + vor abr? + (abs — abs)" 
=al(bY + b1) + ar(o? + b7) + añ(b? + — 2anasbibs — 2a1mbibr — 
— 2a1abibs = (ar par a (OR dd) — (abs E aa 4 a = 
=P — E + pr + abs)". Luego ab = abs + asha + asha equivale a 
JAAB|= 


21. Sean «e, 5 las componentes de A, B, Por b), e) las componentes 
de q deben ser de la forma A'= Y anajba y por a) h'= E, a (abr 
— aby) oca, h'= da + deca + dato siendo C1, Ca, C0 me ES 
del producto vectorial. Los coeficientes Ay* deben ser constantes independientes 
de A, B. Además, por ser Q a es decir, independiente de la terna 
fundamental, por la sustitución K>— que mantiene 1, cs y cambia cs 
en —C«, también ps mantenerse hs a re y cambiar hs en — hs. Esto obliga 
a que sea a ae MA ; ankloganes los cambios 1->—1, 

>—Jd =M*=0. 
Queda así Le = Mo , h= = da, h= 'Como los ote dé no 
deben depender de A, B, aplicando d) a los vectores 1, J para los cuales 
es.c=0,4=0, a=1, resulta [AP] = 15 análogamente, para los J,K 
y K,I cl pil=Jas ni= 


APARTADO > 
L 13. 
2. No. 
3. x=-1/2. 
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4 a) —87; b) —661481J— 168K; e) 2261 — 12] — 117K; 
dd) 87; 0) 45; 1) — 191 +19J]+18K. 


5. Basta calcular (A BC)? »or la regla de multiplicación de determinantes. 
6. Multiplicando ambos mimbros de la expresión de D por BAG se 
despeja a; análogamente para 31H Ye 
B"ACc* [CAA) A(AAB)].(ABC) 
(A*B*C*) Ss (BAC). (CAA)A(AAB)] 
y Como el producto vectorial delmumerador es un vector que tiene la dirección 
“de A, poniéndolo igual a AA resulta el enunciado. 


8. El numerador de (A*B'G*) es [(BA C) A(CAA)]. (AMB); el 
¡primer factor es un vector que. tiere la dirección de GC; por tanto (A*B*C*) = 
= ABC) y según el ejercicio anterior, tomando los recíprocos debe ser tam- 
bién (ABC) = A(A*B*C*) ; or tanto P=1 y tomando el caso 1, J, K 
se vo que A=1. 

9. Consecuencia de ser siempre D = PA + 4B +rC; también poniendo 
'A=al + aJ + 4K y análogamente B, C, D, resultan determinantes con 
dos columnas iguales. 

10. Basta hacer el cálculo. 

11. Se hacen los cálculos, 

12. Basta comprobarlo. 


13. Poniendo X=PA + ¿B+rC y multiplicando ambos miembros por 
BAC queda (XBC) = p(ABC); multiplicando ambos miembros por 
(ABC) resulta 


Td APS 


u D w 
BA ” BC. =p(ABO” 
CA CB c 

de donde se despeja p ; análogamente se procede para q, Y. 


14. Si A, B, C son los vértices del triángulo, la mediana que pasa por 
es la recta que une este punto con el %(B+C); ella contiene el punto 
= (A + B + C)/3 puesto que los vectores (A + B + C)/3— A = 
(B+C-— 2A)/3 y 6(B+C) —A=(B4+C— 2A)/2 tienen la 
misma dirección; del mismo modo se demuestra que las otras medianas pasan 
también por G. 


15. Uniendo los extremos se obtienen los vectores B— A, C—A, 
(6 — 1)A + 9B +5C; para que estén en un plano su producto mixto debe ser 
nulo, o sea (ABC)(p + q + r— 1) =0, de donde sigue el enunciado, sj 
A, B,C no son ya complanares, 
APARTADO 7 

1. Se aplican las fórmulas (10), (11) y (12) del texto. 
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2. Es $ =a— (1/2 — B) = a arcsen(cosf) =« — arcsen(cosó seno); 
análogamente $ = a — arctg(cos$) =a — arctg (cosctg 4). 


3. Siendo a+B4y=x es tgatgf ter =—tgatgBtg(a +P)= 
7 60 18B (80 + t86)/(1 — tg4 tgB) = (1 — ga t6$ — Dga+ 
+ 18B)/(1 — tg0t8B) =tga +88 + ter. 

4. Supongamos que el lado de la poligonal inscrita vale la unidad y sea r 
el radio de la circunferencia; de aquí 1= 2rsen (a/2) . Si el primer lado está 
sobre el eje x, el primer miembro es igual a la suma de las proyecciones sobre 
el mismo; la cuerda que une el origen con el extremo mide. 2ps0n (na/2) = 
= sen (na/2)/sen (a/2) . La proyección sobre el eje x será igual a esta expre 
sión por el coseno del ángulo comprendido, o sea cos (as + %(n — 1)a). 
Igualando esta proyección con la suma de las proyecciones de los lados resulta 
la primera fórmula; proyectando sobre el eje y se obtiene la segunda, 

5. La distancia del vértice A a los puntos de contacto del círculo inscrito 
y del exinscrito correspondiente valen P — a y p respectivamente (2p =a + 
7 b + c)3 luego, por semejanza de triángulos ra/r = p/(p — 2), r=ralp- 
— a)/p. Por tanto P= pr= (b — ajre y por analogía F= (6 — bm = 
= (p — c)re, de donde, a) P= p(p— a)(p — D)(p — c) rrararo y de 
aquí P=rrnr; b) Flr=p= (pa) + (00) + (pc) =F/re+ 
+ F/to + F/rs de donde sigue la segunda igualdad. 


APARTADO 8 


1. Vectorial X =P +2A(21—J + 5K); paramétricas 1 =21, y = 
=-3—A, 2=24+ 52; cartesiana 3/2=—y+3= (2 —2)/5. 


2. Vectorial (X + 1— 3] — 2K).(51 — 2] + K) =0; cartesiana u 
ordinaria 5x — 2y + 42 +3=0. 


3. Vectorial (X + I— 23 + 5K). [GI—J+2K)A (214 5] — 
— 3K)] =0; cartesiana —7x + 137 + 172 + 52 =0. 


4 12x +18 + 324 15=0. 

5. Se halla A por la condición B.(X, + 2A) —b=0,0 a l= 
= (b — BXo)/(BA) ; sustituyendo en la ecuación vectorial de la resta re. 
sulta el enunciado, 

6. Í8/V1. 

7. cosp = 13/2105. 

8. seno = 23/1047, 

9. cosa =— 3/19, cosB =1/V13, cosy=-— 3/1/19. 


10, Sea el triángulo ABC. Tomando C como origen de coordenadas, 
el circuncentro P, = «A + BB se determina por ser (P, — W4A).A=0, 
(P, — 14 B).B= 0, resultando 


_ a—bcosC Ba0osC _ ceos4 7 
Zasen € 2bsen € asen" € 
ecos B k 
25100" € 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


en virtud de las relacione: azsenB = b/sen A = c/sen C (siendo a, b 
julos de A, B), 


cos 4 cos B 


A NE 
Zsen Bsn € 2sen Á sen C 


P.= (1 — cotB cot() A + %(1 — cotA cotC)B. Análogamen- 
“ortocentro se determina pa las condiciones (Pa — A).B = 0, (Pa — 
).A = 0, resultando Pa = cotB cotCA + cotA cot CB. Para el ba- 
icentro es Pa = (A + B)/3. Jor tanto se verifica 2P, + Pa — 3Pa=0, lo 
le prueba que los tres puntos stán en línea recta. 


11. Si A es el vector direciión de la r, las hipótesis son (P—H). A = 
0, (B— H).A=0, de donie, restando, (P —B).A =0, que es la tesis, 
12. Se comprueba que todasellas pasan por el punto (A + B + C + D)/4 
es el baricentro del tetraedro, 


13. Es el punto (A + B+ C+D), siendo A, B, C, D los vértices 
tetracdro. 


14. Es la condición (18) dsl texto. 


15. El pie de la perpendicular por Pa la recta se determina por la con: 
ición (A+ B—P).B=0, resultando X= A + [(P — A).B/B1B; el 
imétrico P” será P' =P +2/X: —P). 


16. La recta normal al plano por P es P +A y su punto de inter- 
sección con el plano resulta de (P +2A — X,).A =0, o sea, X=P+ 
+ [(% — P).AYA"; de aquí P' = P + 2(X, — P), de donde resulta el 
jenunciado. 


17. Basta comprobar (ejercicio 14) que corta a ambas rectas, 
18, Se aplica (13) del texto. 


19. (X — €)? es el cuadrado de la distancia de C al punto variable X; 
la potencia es igual al cuadrado de la longitud de la tangente, que por el 
'icorema de Pitágoras es igual a la expresión del enunciado, — + 


20. La normal al plano tangente es la recta que contiene al radio, o sea, 
No — €; de aqui sigue el enunciado; en cartesianas es (x — 20) (19 — 0) E 
Y (y — 19) (19 — 8) + (2 — 20) (29 — Y) =0 siendo a, B, Y las coorde- 
madas del centro. 


21. Según el ejercicio 19 debe ser (X — C)* — 1? = (X— Qs) — 12 
que equivale a la expresión enunciada. 


22. Se suman las desigualdades |A + B] —[C+D]<|A+B+CG4 
+D], |B4+C]</|B]+1G]. 


23. El punto P. del ejercicio 10 ha sido obtenido como intersección de 
las alturas correspondientes a los vértices A, B. Basta comprobar que la ter- 
cera altura pasa también por él; en efecto Pa.(B — A) = acotB(bcosC — 
= a) + beot A(b — acos C) =-— accotB cos A + becot A cos B, y según 
las relaciones del ejercicio 10 resulta que esta expresión es mula, 
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24. Pongamos X' — H—X — HF AA NMX)F Blan (AAX)]; po 
niendo 7 =|X' — H| =|X — H], de donde JAAX|= er, y multi 
plicando la primera igualdad escalarmente por A a X queda Pasena =2atr, 
de donde A = sena/r; multiplicando la misma igualdad por AA (A AX) 
resulta Pa'cosa = ar + pa'r*, de donde uh = (cosa — 1)/a*. 


25. En un sistema de coordenadas general, el emunciado equivale a de- 
mostrar que H — O = (A — 0) + (B— 0) + (C— 0), o bien, con las 
notaciones del ejercicio 10, Pa = A + B + GC — 2P,, lo cual se comprueba 
inmediatamente con las fórmulas de dicho ejercicio, 


26. Si s es el radio de la circunferencia y M. el punto medio de AB, 
se tiene 2M =A + B, (A—P).(B-P)=0,A+B="P. Del 
primera igualdad se deduce 4M' = 7? + 2P.(A +'B) — 27" que puede es- 
cribirse (M — Y4 PJ = (1 — P")/4 que es la ecuación de una circunferencia 
de centro en el punto medio de OP. y radio (y — P*) . 

e 


27. Si O es el centro de la esfera y origen de coordenadas, es Q =P 
EME 7 P)= (1.44) Pa — 2P y siendo P fijo y P2= P, re- 
sulta (O + AP)" = (1 + 2)%, luego el lugar pedido es una esfera de con. 
tro —AP y radio (1 + 2)r. 


28. Es (X — O)'/(X — 0)" =FP, 052, (1—P)xe= 2(0, — 
— O17).X + O — 07 = 0, que es la ecuación de una esfera Cuyo centro 
está sobre la recta que une O, y O, 


29. (X — 0) + (X — O) o F(X—-0,)'=k, osea, 
nx —2(0, + Or... +0,).X +07 $07 +..... + 08 =k=0, 
que es una esfera, 


30. Circunferencia circunscrita al triángulo. 


APARTADO 10 


1. Para que fuera un vector, las primeras componentes deberían trans 
formarse, por un cambio de coordenadas cartesianas ortogonales según la ley 
as by E 297 = c(aaba — aba) + aa(asba — a1b1) ++ as(asbs — aba) lo cual 
no es así. 


2. 1= (1/3)T' 4 (2/3)5 — (2/3)K', J= — (2/3)1 — (1/3)J' 
A K=-— (2/31 + (2/3) + (1/3)K"; tiene la misma orien- 
ción, 


3L= (WA +J+K), L= (W3)CI+J+K), n= 
=(1/DCI-34+K),L= (14 -J+K), L= (113) (E + 
+J=K),L= (113 14+J-K), L=(143)(1-J-K), 
L= (1/43) (1—J—K). 

4 T= (WDI+ (1D + VU=8K, Y = VI=2NDd + 
TJ) —aK, K'= (1/42) (1—J), siendo « una constante arbitraria. 
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5. Sean (1,3), (1, J') )s versores correspondientes a los ejes. Poniendo 

I=aP + aj es 1AJ =P AJ', osea, sen(x, Y) = asen(x", y) 5 

"procediendo análogamente res 

1 sen (x',Y) = sen (1,7)1' + sen (+, )J' 

J sen (+,Y) = sen(y, YI sen (*,9J'- 

Por tanto, para un punto P=7 1+YJ es xsen (1, Y)1 + xsen (4, 0)J + 

+ ysen(y,Y)1 + ysen(,DJ = sen (1,9) (+1 + y) 5 igualando los 
¡entes de 1, J resultan ls ecuaciones pedidas, 

6. Poniendo K' =x1 + yJ-+2K, debe ser x— y + 21=0,2—:£=0, 

+Y+2=1, de donde a= 1/V30, y =5/V30, 2= 2/30. 

7 Y = (1001-3428), J = (1/48) 21 +8] +5K), 


= (1/V558) (— 211 — 9J + 6K). 


APARTADO 11 

1. Se aplican las fórmulas de transformación y se comprueba, 

2. Lo mismo, 

3. De (1) se deduce que las fórmulas de transformación no son las de los 


4. Resulta aplicando las férmulas de transformación (6), (7) . 
5, a) Es (4,0) + (4,P)=(a+ 4,0 +0), Na, b) (la, Ab) 


tanto para vectores como para complejos; 5) si (a, 5), (a), 0') se trans- 
como vectores, las componentes (44 — bb”, ab' + a'b) no, 


APARTADO 13 
La) 2,6,4:3 5) 4,0,45 £) 0,0,0; d) 4/3, 2/3: —15 
0) 2/1, 2/11, 6/11 
3 2. Hacia la dirección del vector (1, 5, 6). 
3. Se aplica la regla para derivar una función de función. 
4, Resulta por ser A.X = ax + 4) + 0%. 
5. Se integra el sistema Qe = kx, Qr=ky, Y. = hr. 
6. Si tiene derivadas parciales constantes es y = ax + ay + ax + B 


7, Plano tangente 12(x — 3) +5 (y +2) — 2(2 — 1) =05 normal 
(-3/2= (Y +/5= (-1D/-2. 


8, Circunferencias situadas en planos perpendiculares al eje £. 
9. cosa = 11/4330. 


10. Derivando ambos miembros respecto de A y haciendo A=1, resulta 
Ko + ID + zQ+ = np, que es lo que se pide demostrar (teorema de Euler 
de las funciones homogéneas) . 
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11. Como es un pseudoescalar, sus derivadas parciales son componentes de 
un pseudovector. 

12. Basta comprobarlo, 

13, aye LY 10] 4 xyersenzK. 

14. (3x9 + 3xy2)1 + (y2 + xyz)J 4 2x2K. 

15. Son vectores de igual dirección. 


16. Basta escribir (13) en la forma de producto de medios igual a pro- 
ducto de extremos. 


17. La tangente es la perpendicular a las dos mormales a ambas super 
ficies. 
APARTADO 14 


l, a) 6x — seny — e; b) Ud ad) are); 
d) 2xy + seny +1, 


2. 4) —3; b) 2/4 + 12/22; 0) 1. 


3.6) 2 +2, 14 2K;B) c007 $ c00y $ cos, "ens 
PE Ki 0 de e dr 2, (24 5/0 + 2 PLE (39/07 
Hey MJ + (3/1 4 2/1)K. 


4 0=-—6x+/(x, Y), siendo f una función arbitraria. 


da — Y — (x + cosx)y + f(x, 2), siendo f una función 
arbitraria, 


6. Se comprueban escribiendo las componentes de ambos miembros. 


APARTADO 15 


1.2) —1+ (2x4 1)K; b) 0; c) 03d) 0; €) —x1+ (a+ 
+ 37)K, 


2. a) —I4+K; b) —9K; 0) 0. 
3 y 4. Cero. 
5. Basta hacer el cálculo, 


2 Es AAX = (ar — 09) 1 + (ax — 02) 4 (ay — ax) K de 
donde sigue el enunciado. 


7 y 8. Se hace el cálculo y se comprueba. 


2 Era =— (12 PK, por tanto las Koer de tortellino son 
las rectas paralelas a K. 


10, Debe ser h, + 2y2=0, ha =0, de donde h= =Yi+ fo), 
siendo f una función arbitraria. 
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'ARTADO 16 
1,2,3,4_5 y 6. Basta hacerel cálculo. 
7. La primera componente es (ABC). = (ABC) + (A B.C) +(ABC,) 
análogamente se obtienen las restates. 
8, Esrot A=0 por (17). 
9. a) por (17) 5 b) por (16). 
10, Se hace el cálculo. 
11. —swnxl—2e*"J; —1- 2J. 
12. Se aplica (29) al caso P= 1. 
13 y 14. Basta observar que las componentes de ambos miembros son 


1. En coordenadas cilíndricas ee tiene U,(cosa, sena, 0), Us(— sena, 
“cosa, 0), Us(O, O, 1). En esférias es Un (sen 0 cosa, senÚ sena, cos 0), 
Un (cos 0 cosa, cos0 sena, —sen0), Us(— sena, cosa, 0). 

2, Si as son las componentes en coordenadas cilíndricas, las componentes 
en coordenadas cartesianas son 4% = cosa al — sengar, da = a sena + 
+ acosa, a = al. Si us son las componentes en coordenadas esféricas, 
las cartesianas son 4 = a senÚ cosa + ay cos0 cosa — af send, a = 
= ay send sena + ay cosÚ sena + as cos 4, 4 = ay cos 0 — as sen. 


3. Si as som las coordenadas esféricas y as las cilíndricas, es 4 = 
= ay send + ay cos0, m=4%, es = ar cos0 — ay send. 


4, Cilíndricas (r, O, £) ; esféricas (0, 0, 0). 
ay = ay =1 en las fórmulas del ejercicio 2, 


5. Basta hacer 
6. Caso particular del ejercicio 2. 


7. En cartesianas y = (9/1) (* + PE) (A+ yy. En cilíndricas 
e=r(r +7) tga. Ñ 

8. r=0sn0, a=a, =0000, 0= (14 299,0 = arctg (1/2), 
aa. 


9. Av = tcosta cos'0 — costa sen*0 6 cosa senta — 3costa; 
7 = 20 sen'0 cora U,— 3 0sen'0 costa senq Us +2 0 sen*0 cos* a. cos OUs. 


10. La divergencia vale (e" cos a + re” cosa + 2005 4)/r 5 las componentes 
del rotor son — (1/1) sena, 27, (1/r)(24e)e00. 


11. La divergencia es 1 + (cosa)/r 5 el rotor (0, 0, (sena)/r) 3 el la: 
placiano (— 2cosa/r, 0, 0). 


12. o=(%+)y lg; A0=8y 1082 — (4 +9)1/2+ 
13, Basta hacer el cálculo. 
14 y 15. Se utiliza la expresión del laplaciano en coordenadas esféricas. 
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APARTADO 19 


L Según (10) debe ser A.A' =|A].| A'| y por tanto el vector y su de- 
rivado deben tener la misma dirección; luego debe ser A = p(£) B, siendo B 
un vector constante. 


2. Siendo el módulo constante es A? constante y por tanto A.A'=0; si 
la dirección es constante es A = q(t)B (B constante) y por tanto AA A'=0. 


3. Se deriva A, = A/VA" y se tiene en cuenta la identidad AM (An 
AA) =A'R— (ANA. 


4. Se deriva como función de función. 
5. Basta hacer el cálculo, 
6. El integrando es 3 grad X”; por tanto basta aplicar el teorema 1 


7. La integral a lo largo de una curva es la variación del vector A A xXx 
entre los extremos; por tanto es nula si la curva es cerrada, 


8. Las ecuaciones paramétricas del camino de integración son x= 1 + 
+ cost, y =sent(0 <1<2a). Sustituyendo, queda dy = dt. 


9. e — (2/3). 
10, Ae + (27/10). 


1. a) (41/12)1 + (36/5)J + (393/10)K ; b) —(263/40) 5 
$) — 12,81 + (5/2) J + (17/2)K. 


APARTADO 20 
1. Se sabe que el gradiente es normal a las superficies equipotenciales. 


2. Es la fórmula (33) expresando cos y mediante las derivadas parciales 
de F según el ejercicio anterior. 


3. Pasando a coordenadas esféricas el flujo resulta 


$ de f (asen'0 coña +b sentó senta + ecof0) send d0. 
os 
€ integrando resulta el enunciado, 
E 
4. Elujo csiguala $ (a/1) X.Id0=5 (4/0) 5 do= [faao/te + 
j 


H- 0%)” do do = 2x0 g(1 — cosa), donde a es la distancia del plano al ori- 
gen y s el radio del círculo dado. 


5, El cálculo es análogo al del ejercicio anterior; el resultado es el mismo 
porque entre las dos superficies no hay ningún punto singular de A 


6. Se aplica el cambio de variables en integrales dobles. 
7. Observando que N =x1 + y] + zK y pasando a coordenadas po- 
lares resulta que la integral vale (11/12)xK. 
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8. (9/2)xP”. 

9. Se considera el cubo le aristas dx, dy, dz paralelas a los ejes y de 
centro P; sobre las caras normales al eje x es p(P)=p(P) + Yqudx y 
por tanto, como que el área de ambas es dy Adz, queda qedx Ady Ade. Ha 
ciendo lo mismo con las otra: caras y sumando, el numerador queda igual a 
(we + 9,3 + 9.K) dx A dy A de ; dividiendo por el elemento de volumen re- 
sulta el enunciado. 

APARTADO 21 

1. 64. 

2. Es la fórmula de Gaws aplicada al vector pA. 

3. Se aplica el ejercicio interior al caso A = YO. 

4. Se aplica el teorema de Gauss al vector Ry zx. 


e 5. Es la última fórmula del subapartado 1 del texto, pasando a las varia- 
.,. 


6. Se toma como superfide S un paralelepípedo rectángulo de aristas dx, 
dy dz paralelas a los ejes y de centro P 


7. Se procede como en el ejercicio anterior. 
8. a-b4+0=0. 

9. Se aplica la fórmula de Gauss. 

10. Se hace el cálculo. 

11. Uno, 

12, Cero. 


APARTADO 22 


1. Se aplica la fórmula de Stokes a S y T', haciendo luego tender T al 
punto P, p 


2. 3x. 
3. 2a. 


4, Como el rotor es nulo, por el teorema de Stokes la circulación buscada 
también lo será. 


5. Siendo A constante, es rot(A AX) = 2A; de aquí, aplicando la fór- 
mula de Stokes resulta el enunciado, 


6. Por la fórmula de Stokes, teniendo en cuenta que rot X =0. 


7. Por ser normal a la superficie, la circulación a lo largo de cualquier 
curva es mula. Por el teorema de Stokes, el flujo del rotor a través de cualquier 
parte de superficie también será nulo, lo cual solo puede ocurrir si el rotor es 
normal o tangente a ella. 


VECTORES Y TENSORES 


8. Por ser rot (TX) =0. 

9. Descomponiendo la superficie en casquetes limitados por curvas cerradas, 
el flujo es igual a la suma de las circulaciones a lo largo de ellas, que es nula 
Por estar cada curva recorrida dos veces en sentidos opuestos. 


10, Por el teorema de Stokes la integral es el flujo del vector de compo- 
nentes 1, pH, v, o sea el área. 


11. Consecuencia de la fórmula (10) del apartado 22. 
12. Aplicar la fórmula de Stokes y tener en cuenta (17) del apartado 16. 


APARTADO 23 

1. p =xsenysenz + constante. 

2 p=e +xXy2—22 + cte. 

3. 4) A=x2J + (4*Y +x91)K; b) A= 2y2(x — 00) + 
+ (— yoenx + Y — Pro + o senx)K; c) AS] — (2 — x0) 2] + (29 + 


Hxoy + 4% + zy— 2)0) K. A todas estas soluciones se les puede agregar 
un gradiente arbitrario, 


.4. Escribiendo el integrando de (38) con las 2, x permutadas, su dife- 
rencia con el integrando de (39) resulta d(are tg9/x) cuya integral es nula. 


5. Poniendo e = b/2a, el ángulo sólido buscado está expresado por 
2 — 8 f cosp/ vé + cos do, con la integral extendida entre 0 y 2/4. 


6. Se aplica la fórmula de la divergencia a A relativa a una esfera cuyo 
radio tiende a infinito. Teniendo en cuenta (16) del apartado 16 se obtiene el 
resultado. 


7. Según (16) del apartado 16 hay que resolver la ecuación A. 7p + 
+9 7.A =0 en derivadas parciales de primer orden en Q. 


8, Es T= U/u, divT = (— 1/4) 7u.U + (1/u) divU. Además 
dx'/u? = dy/u2 = de/u? = de /s.. Por tanto du/ds = (u,/u) us + (us/u) e + 
+ (u/u) us = Yu.U/u, Si U es solenoidal queda el enunciado, Recíproca- 
mente si se cumple el enunciado, la segunda relación anterior dice que U. debe 
ser solenoidal. 


APARTADO 25 


L. Si la hélice es X =rcosql +rsenpJ +apK, los coeficientes di- 
rectores de la normal principal son (—.1.cosp, — rsenp,0) , de donde sigue 
el enunciado 


2. Con la notación del ejercicio anterior  =/(7 +4), N = —cosqI— 
— sen J, luego el lugar de los centros de curvatura es Z X+0N= 
= (r —0)cospI + (r —0)snqpJ+«pK que es otra hélice. 


3. Sir=0, la última fórmula de Frenet da B'=0, B= te. Integran- 
do la relación B.X” = 0 resulta B.X = cte., que es la ecuación de un plano. 
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4, Enel entorno de un junto es * 
E E (/6)18 +. 
ZP (112) S +... e donde sigue 
5. Z=X+0N, R=.e con los valores del ejercicio 2. 


6. Como cuerda y arce son infinitésimos equivalentes, el numerador es 
uster Y 22) ; aplicando las órmulas del ejercicio 4 y tomando sólo los primeros 
SH Se los desarrollos espectivos, resulta que las coordenadas de 4 son 
asto— (1/6) 2152) y las de B (— 1, mo, (1/6) 81) 3 por tano 
E ala) eses +) + «>> 5 haciendo el cociente y pasando al límite 


1 enunciado. 


7. Se aplican sucesivanente las fórmulas de Frenet. 
8. Si X= X(s) es lacurva, debe ser Y =X + 2/T' una recta para una 
conveniente Ms) ; pan ello es necesario que sea Y' AY” =0, lo que 
exige xx = 0; de aquí «ll enunciado. Análogamente e los otros casos, 


9. Z=X + Mcos0 T-+ sen0B), o sea E=cos0T + sendB. Do 
aquí (TEE) = sen0 (xco 0 — tsenÚ), Juego para que la superficie sea de- 
a ble debe ser sen 0 = 0 (superficie de las tangentes) O tg0=x./1 en 
edo punto (superficie llamada rectificante de la curva). 


10. Los ejes de curvatura son Z =X + ON +»B; como (X + 0N)'= 
=0N +01B, es (0N + 01B,B, — 1N) = 0, luego la superficie es 
desarrollable; la arista de retroceso corresponde al valor de A para el cual 
Z'= UN + 01B — AN tene la dirección de B, o sea A=0Q/%. 


11, Se cumple 1=0. 


debe ser de la forma Y = X + 1T 


12. Si C es X =X(s), la curva Cs 
=0, + =—s+ h de donde si- 


con la condición Y'.T =0, osea, 1+Y 
gue el enunciado. 


vasta aplicar fórmulas del apartado 16; gi la 
A 


13. Siendo A=aT bi 
última fórmula del ejemplo de 25.2 y tener en cuenta que T = 


APARTADO 26 
1. Se hace la comprobación, teniendo en cuenta fórmulas del apartado 16. 
2. Se aplica la fórmula de Stokes. 
3. El producto vectorial de un vector por un pseudovector es un vector. 
4. Se aplica la fórmula de la divergencia de Gauss. 


5. Basta poner rf = (x—x0*+ (y E O 
= 014 (0 — 903 + (6 0K y efectuar el cálculo. 


6. Por derivación parcial, 


APARTADO 27 


_ 1, Equilibrio quiere decir V=0; por tanto la ecuación de Euler (8) nos 
dies que G = Y/o y si e es función de p el segundo miembro es un gra- 
ni 
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Eo VY = Vh/0 ; por tanto las superficies Y = cte. coinciden con las 
=cte, 


Consecuencia de ser QG= Y2 y rotgradp=0. 
l. Gonsecuencia de ser G= Yp/0 y rot(Vp/0) = V(1/0) A VE. 
. p=0( — xy + e* — 1) siendo Q la densidad, supuesta constante, 


. Consecuencia del teorema 1 de Lord Elvin, pue según el enunciado es 
» lo que seguirá verificándose en todo instant 


E Tomar rotor en (9) y tener en cuenta la relación rot (V. Y) V = 
= (V.Y) rot V — (rot V. Y) V + div V.rot V. 


8, Tomar rotor en (8) y tener en cuenta (7) y la identidad del ejercicio 
anterior. 


A 


9. En la ecuación de Bernoulli es p=gz; la constante gh+0p/0 y 
para z=0 resulta la expresión Sida: 


APARTADO 29 


La) Tratándose de números reales, una suma de cuadrados solamente pue- 
de ser nula si lo son todos los sumandos; 38 Es la propiedad del triángulo de 
ser un lado menor que la suma de los otros dos, 


2. Aplicar que el producto de un número complejo por su conjugado es el 
cuadrado del módulo y por tanto un número real positivo. 


3 Ala+y). 

4. a) 6;b) 4. 

5. La distancia entre dos circunferencias resulta igual a la longitud de la 
tangente común. Si son interiores la distancia es imagin: 
APARTADO 30 


ll = (1/3 (0-32, Y = (1/3) (-x4+2)3-2%), 2= 
= (1/3) (2x—y+22)5 4 es la misma A. 


2.4) *=%x-— (V3/2)9, y = (V3/2)x + (1/2) 93 b) * 
=x+40, Y =); 0) 4:B: Y = (1/2) (44 2) — (13/29, Y 
3/2) (x + a) + (1/2)y5 4) B.A: Y = (1/2 — (13/2)9 + a, Y = 
= (V3/2)x + (1/2)y. 

X=), /=x. 


4. Siempre que A sea una matriz cuadrada de determinante no nulo. 


5. Se comprueba. 


Soo 
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7aja=4A1, b4p=0, 2+P=1;0) a+g=0,b=P, 
PiP=1, da =/14+0300+P=1, PR 0 = A 
abrya=0: 0) 24 P=P 40,04 90=0 


8. Consecuencia de la rgla para multiplicar matrices, 


APARTADO 31 
1. Se aplican las reglas para sumar y multiplicar matrices. 


2. La transformación 5 += «al(P +) — aby — acz — adl, 
y =0[— bax + (0 + 2 — bez— bd, Y =0[- cax — cby + 
+ (0 +0) — cd], siento-a = (a + 0 + 0)*; de aquí se deduce la 
¡matriz y se comprueba que es idempotente, puesto que su cuadrado coincide 

3. Si 4.X =X.4 las dos matrices deben ser cuadradas; tomando como 
matriz 4 la que tiene 24, =1 y los restantes elementos nulos, resulta xy == O 
xy =0 (i 74 5). De aquí, igualando A.X = X.A para cualquier matriz A 
con todos sus elementos distirtos de cero, resulta que debe ser Xy =Xa= 0... = 
de = 


4 (AMA) =W 40.4. 


5. Sea A la matriz y | 4] su determinante, Multiplicando todos los »le- 
mentos de 4 por —1, queda la matriz — A = A' de igual determinante. Por 
otra parte | — 4] =(—1)*| 4 |, por tanto debe ser (= y" 41=/41; 04 
'n. es impar, esta relación olliga a que sea JA] =0. 


6 (4 =4.4=(4)(-4) =4. 
7. (4.D)"= B'.A' = B.A; luego para que el producto sea simétrico, 
debe ser B.A = 4.B. 


8 (4.B—=B.4) =8P'.4'—A'.B' = (B) (4) — (24) .(-B) = 
BAZA B=- (ABBA), osc0, 4.B— B.A cs también antisi- 
métrica. 


9 y 10. Basta comprobar las relaciones pedidas haciendo los cálculos. 


11. Resulta inmediatamente de la regla para multiplicar matrices, ; 


APARTADO 32 
1. Se comprueba la ortogonalidad de sus matrices aplicando (6) del texto. 


2. Para las primeras, ei producto de dos de ellas sigue teniendo determi- 
nante +1; para las segundas el determinante del producto es también +1 
y por tanto no es una transformación del conjunto. 


3. Siendo 4'=4, B'=B”, (82) = B, resulta BA(B)Y= 


= (B%4B)' = BWAB lo que prueba el enunciado. 
4. Consecuencia de la condición (10) del texto. 


5. Consecuencia de que la traspuesta del producto directo es igual al pro- 
ducto directo de las traspuestas. 
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6. 44! es simétrica: por tanto existe una matriz ortogonal R que la lleva a 


la forma diagonal con todos sus elementos positivos, pongamos R“(Á4')R = 17. 
Pongamos $ = RT R* (simétrica); se observa que P = S”A es ortogonal 
y por tanto la descomposición buscada es A = SP. 


7. ABC, A'=C'B' de donde AA'=BCC'B' y siendo C ortogo- 
nal y B simétrica, resulta A 4A' = B?, 


8, (47)' = (4')* = 4”, luego 4% es simétrica. 
APARTADO 34 


f=1 


n 1 3) 
. 1 0 3 
le 0 2-1 


2 (1-3) 


A A 
4. Análogo al anterior. 


Di = 9 tó = Dn nr = nn = 4 0 


APARTADO 35 
. Basta hacer el cálculo. 


2. Permutando un par de índices cualquiera, por ejemplo, el k,m, se 
observa que el resultado es la misma suma alternada cambiada de signo (te- 
niendo en cuenta la hipótesis de que Fiy es totalmente antisimétrico). 


3, (0p/0x',J(0p/0x'+) =(8p/0x,) (9p/9xa) 01100 = (09/Ax1) (09/0x4) ; aná- 
logamente el segundo caso. 


4. Las sumas son tensores como se deduce de la ley de transformación; 
las propiedades de simetría se comprueban por cada par de Índices. 


5, Se comprueba que las diferencias us y, — 0, 0% son componentes de 
un tensor antisimétrico; el desarrollo por menores complementarios de la úl- 
tima fila prueba luego el enunciado. 


APARTADO 36 


L Es Juy[=]84]=1. 


2. Si se cambian los signos de todos los elementos de un determinante, 
el resultado cambia de signo o no según que su orden sea impar o par; apli- 
cado esto a los adjts, resulta el enunciado. 


3. Es tuadjtiy=8,,1, de donde day(0t/0ti) = adj tos = ttiy, O sea, 
0/01, = ttiy de donde resulta la segunda igualdad; las relaciones análogas 
dan la primera, 


4. Los elementos de la matriz diagonal buscada son 1,%(—1 + 3V34), 
%(—1-3V34). 
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APARTADO 37 
1 y 2. Se comprueban para los distintos valores de los Índices. 
3. Son n? sumando: iguales a uno. 


4. Por la propiedad ce los determinantes de cambiar de signo al permutar 
“columnas y ser nulos si tieren columnas iguales. 


5. Se procede como para tensores, 
6. Aparece 4=1. 


7. Según (10) en los cambios de coordenadas aparece el factor a* y cómo 
a'=1, queda solamente 2, lo que prueba el enunciado, 


APARTADO 38 


1. Debería ser %uyus uy = invariante y por tanto %uy un tensor isotrópico. 
Por tanto lus =D: , de donde sigue el enunciado. 


2. Debería ser des(ucuy + usos + 0401) = invariante y por tanto day = du. 


3. Debería ser %uyuiv; = te = vector y por tanto %iya un tensor isotró- 
pico, que no existe. Si th es un pseudovector, es du = €: y resulta el pro- 
ducto vectorial. 


4. Basta observar que es igual a *Y9— % YF. Vw, habiendo puesto 
P= q + 0 + 07 = cuadrado del módulo de grad y . 


¡APARTADO 44 


1. Sila 4 no se suma es 8 =1; al sumar respecto de ¡ según el con- 
venio general, por estar repetida, resulta 5 =m. 


2, Se tiene 
da Om 
O a e 


lo que prueba el enunciado. 
3. 4"=0, 4=0, u"=0. 


4. Elementos de la matriz que únicamente tiene distintos de cero los de la 
diagonal principal, los cuales valen 1, 7, 1. 


5. Se multiplican ambos miembros por 0xm/dx'4 y se suma respecto de Y 


6. Se escriben las leyes de transformación para ambos pseudotensores y se 
multiplican miembro a miembro. 

7. Igual que el ejercicio anterior. 

8. Cálculo análogo al de los tensores. 

o a 2, » 

9. Se multiplican ambos miembros por (0xm/0x'4) (0x,/0x',) y se suma res- 
pecto de ¿,j. 
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10, Según la regla para derivar determinantes es 


2] AS 
Be "retro Ox ERA 
y de la relación (3x,/0x'2) (0x'1/0x1) = 8'», por derivación parcial respecto d 
2%, resulta 
Pr Ox O Pra  Oxm 
a A 
Wrdx. Ox Or Oxndxa dx 
A O 
Multiplicando por adj(0xr/9x',) y siendo J8, = + adj EE resulta el 
enunciado, e E 
APARTADO 45 


1,2 y 3. Basta hacer los cálculos 


4. HS es un escalar y por tanto su derivada covariante es igual a la or- 
dinaria; de aquí, teniendo en cuenta (16), resulta el enunciado, 


5, Téngase en cuenta que 
Pes Os Pr de 


A a AE 
Ma a 


6. Se demuestra primero para un pseudoescalar de peso p. Para ello se 
considera la potencia p de una densidad escalar, para la cual resulta Ínme- 
diatamente la fórmula que se trata de demostrar. Para pasar a un pseudo- 
tensor de peso p se considera el producto de un tensor por un pseudoescalar 
de peso p. 


7, Se escriben las leyes de transformación y se resta miembro a miembro. 
8 y 9. Resulta inmediatamente de la ley de transformación. 


..__ 10, Escribiendo la ley de transformación o como contracción del tensor del 
ejercicio 7. 
11. Se hace el cálculo, 
12, Se escriben las leyes de transformación de ambos productos del segundo 


miembro; al sumar o restar según el caso desaparecen los términos que ton- 
tienen derivadas segundas, quedando la ley de los vectores. 


APARTADO 46 


1, Se escriben las leyes de transformación y se comprueba en cada caso. 


2 y 3. Se sustituyen las derivadas covariantes por sus valores y se ob- 
serva que las partes que dependen de la conexión desaparecen. 


4. a=1/(n-1). 
5, Se comprueba, 
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6. a) De las n' compaentes, las n* de la forma R'm son nulas y 
las restantes están agrupadas er pares de antisimétricas; luego el número de com- 
“ponentes distintas es N, = Y%n* — n*); 5) Si la conexión es simétrica hay 
“Que tener en cuenta las nuevas 'elaciones R'yma + Rima + Rósim = 0 (%) que 
“solo dan cosa nueva si ¿»4 me k=% j; el número de componentes con esta 


condición es 3tm( 3), de hs cuales las que resultan al permutar los dos Gli 
“mos índices sólo hay que contalas una vez (según R'ym + Rím = 0) 5 que: 


dan así 3n(| 5 ). Debido a as selaciones (*) de cada tres de cstas componen 


tes se pueden suprimir una, quedando Ns =N, —n ( 3)=9r "=D. 


7. Se escribe el valor de l: derivada covariante segunda y se tiene en cuenta 
que la conexión es mula en el origen, pero no sus derivadas, 


APARTADO 47 
Lg=1, P=1/x%,  =1/(usnx)”, 1 =0 (ij). 
2. En un sistema con dí = hi dx? + hi dx? + hédx?, es 


5 El e ha 3 Oh 
lij,k] =0, Uj, 0 =—(4,1= E. ia ia 
. hs 0h, 0log hi “ Dlog hi 
Py= A at = pp tcs 
== G) E (a) y 


donde los índices no van sumados. Poniendo h= 1, ha= %1, ho = X150N 2%) 
resulta el enunciado. 


3. Por ser Vg un pseudcescalar. 


4 Ay=4 gue, 
en cuenta las relaciones gn g' 


5. Basta escribir la condición que expresa que g(E* + An!) (3! +21) > 0 
cualquiera que sea %. 


g”', vi =vg'*3 multiplicando y teniendo 
'» resulta el enunciado. 


6. El vector tangente a la línea x4 tiene la dirección de, componentes (0, 
O, ..., dxi, =.., 0) y el cuadrado del módulo vale ds*= gudx'dx! (la 4 
no sumada) ; de aquí el enunciado primero. Para el ángulo basta aplicar la 
fórmula general. 


7. Por la ley de transformación de las densidades, como es VE, y la de 
transformación para integrales múltiples. Para superficies el elemento de área 


es VEG—F du Adv. Para el espacio ordinario, en coordenadas esféricas es 
0*sen9 d0 Ada A do y en coordenadas cilíndricas y da A dz A dr. 

8. Se hace el cálculo a partir de la ley de transformación de las gs. 
APARTADO 48 


1. Se comprueba teniendo en cuenta las propiedades de simetría del ten- 
sor de curvatura covariante. 
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2. La ley de transformación es 
Oxs Ox, Oxs Om ES la Y 
E NR: 
ue AA IA A 39m a + 
Ox Oxz Ox dx R 
E 


ar eds 


Ñ le ==) ps Ox, 0xe 0 de Y + 
a A vas ri ar 
y como el paréntesis es precisamente el jacobiano de la transformación, resulta 
el enunciado. Como g también es un pseudotensor de peso 2, el cociente 
es un invariante. 
3. Se comprueba. 


4. dg/dgu = adjgu = gg”; por tanto dg/g = g* dgu =— gudg”. 
De aquí: ¿Ve = (1/2V2dg =— (1/2) VE gu dg*=-(1/2)gu0 Eg" — 


—g *dVg] =—(1/2)g0 d(Ve e”) + (n/2) d vz de donde sigue el enun- 
ciado. 


5. Basta aplicar (13) del apartado 46. 


6. Es gug" =8' y como 3', = nm, resulta el enunciado. 


Los libros de cálculo vectoria y tensorial son abundantísimos. La 


yoría de ellos, sin embargo, presntan pocas diferencias entre sí. Pre- 
tender dar una bibliografía complta sería tan difícil por su extensión 
10 inútil por la repetición que mpondría. Nos limitaremos a señalar 
Algunos de los libros más comune. En la mayoría de ellos, el lector 
teresado encontrará más citas bbliográficas. 


a) Libros generales de cálculo vectorial y/o tensorial. 
BuraLi-ForT1, €, y R. MArcoLONGO, Analisi vettoriale generale e 
“applicazioni, Bolonia, 1929, 4 volúmenes. 

2 BuRGArTi, P,, Elementi di calcolo vettoriale e 
'Hoepli, Milán, 1937. 
-Burry, E,, Introducción a la física matemática, Buenos Aires, Univ. 
¡de Buenos Aires, 1931-34, 2 volúmenes. 

Brano, L., Vector and tensor analysis, Nueva York, Wiley, 3* cd. 


1948, 
Bricaro, R., Le calcul vectoriel, París, A, Colin, 5* ed., 1950. 


Craro, H. V., Vector and tensor analysis, N. York, Mc Graw-Hil! 
1943. 


omografico, Manuali 


Cuareuer, A, y J. KampE DE FERIET, Calcul vectoriel (Théorie 
applications géométriques et cinématiques), París, 1924 
Dorrtz, H., Vektoren, Berlín, 1941. ' 
Duscuek, A. y A. HocHRAINER, Grundziige der Tensorrechnung 
in analytischer Darstellung, Viena, Springer, 1950-55, 3 volúmenes. 
Fiwz1, B. y M. Pastor1, Calcolo tensoriale e applicazioni, Bolonia. 
Zanichelli, 1949. 
Gays, R., Introducción al análisis vectorial, Buenos Aires, Ed. La- 


hor, 1940. 
LacaLLy, M., Vorlesungen iiber Vektorrechnurg, Leipzig, 2* ed. 


1934, 
Lass, H., Vector and tensor analysis, N. York, Me Graw-Hill, 


1950, 
LicmxErowiez, A., Élémenis de calcul tensoriel, París, A. Colin. 


1950. 
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Lorzz, A., Vektor und affinor Analysis, Munich, 1950, 

OLLENDORFF, F., Die Welt der Vektoren, Viena, 1950. 

Pus, H. B., Vector analysis, N. York, 1933, 

Pomey, J. B., Principes de calcul vectoriel et tensoriel, París, 1923. 

Runsz, C., Vektor Analysis, Leipzig, 2% ed., 1926, 2 volúmenes. 

ScHoutEN, J. A., Tensor analysis for physicists, Oxford, Clarendon 
Press, 1951. 

Spar, B., Tensor calculus, Edimburgo, Oliver and Boyd, 1953. 

TayLor, J. H., Vector analysis with an introduction to tensor ana- 
dysis, N. York, 1939. 

VALENTINER, S., Vektoranalysis, Sammlung Góschen, 7* ed., 1950. 

b) Libros de carácter abstracto y axiomático que contienen la fun- 
damentación de los cálculos vectorial y tensorial: 

BirxHorr, G. y S. Mac Lane, Á survey of modern algebra, N. 
York, 1953, 

Bourbakt, N., £léments de mathématiques, libro 11, caps. II y 
HI (“Algébre lineaire” y “Algébre multilineaire”), Actualités n%- 1032 
y 1044, París, Hermann. 

Pr Carteya, P., Introducción al álgebra vectorial, Buenos Aires, 
Universidad de Cuyo, 1945. 

c) El estudio riguroso de las fórmulas integrales del cálculo vec- 
torial puede verse en 

KeLLo0, O, D., Foundations of potential theory, Londres, J. Mu- 
rray, 1929, 

d) Libros interesantes por la gran cantidad de aplicaciones que 
presentan, el primero dirigido más bien hacia la física y el segundo 
hacia la matemática, son: 

BrILLOUIN, L., Les tenseurs en mécanique et en elasticité, N. York, 
Dover, 1946. 

Mac Connezz, A, J., Applications of the absolute differential 
calculus, Glasgow, Blackie, 1931. 

€) Las aplicaciones a la geometría de espacios con una conexión 
(afín o de otra clase más general) o a la geometría de los espacios de 

i , se encuentra en: 

CarTAn, E., Legons sur la géométrie des espaces de Riemann, París, 
Gauthier-Villars, 2% ed., 1946 

CArTAN, E., Legons sur la théorie des espaces d connexion projective 
París, Gauthier-Villars, 1937, 

ElsenHarr, L. P., Riemannian Geometry, Princeton, 1926. 

Levi-Civrra, T., The absolute differential calculus, Londres, 1926 

Scnouten, J. Á., Ricci-Calculus, Berlín, Springer, 2% ed., 1954. 

Tuomas, T. Y., Differential invariants of generalized spaces, Lona 
dres, Cambridge Univ, Press, 1934, 
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espeal, 
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elenentos de una matriz ortogonal; 3. Matrices ortogonales de se= 
gunlo orden. 
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247 


Repesentación le Cayley para las matrices ortogonales. 
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1. H convenio de supresión del símbolo de suma; 2, Tensores 
cartesíanos del espacio ordinario; 3. Paso a m dimensiones; 4. In= 
varimtes, Producto escalar de vectores. 


Ejerdcios ........ .. .... 204 
35. Operaciones con tensores cartesianos ....oomocomooom.. 255 
sustracción y producto de tensores; 2, Contracción 
Permutación de Índices; 4. Tensores simétricos y 
5. Derivación de tensores; 6. Criterio para reconocer 
el carácter tensorial. 
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36. Tensores de segundo orden .... .$5 aaa ad 
1. El tensor de Kronecker; 2, Tensores deducidos de un tensor 
de segundo orden; 3, Reducción de un tensor simétrico a la for- 

ma diagonal. 
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37. Pseudotensores o densidades tensoriales ............ 268 
1. Pseudotensores o densidades tensoriales; 2. El pseudotensor o 
densidad tensorial de Levi-Civita; 3, Propiedades de las densidades 

tensorlales. Dualidaa, 
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38. Tensores cartesianos isotrópicos. Unicidad de los opera= 
dores vectoriales elementales . 272 
1. Tensores cartesianos isotrópicos; 2. Unicidad de los operadores 
vectoriales elementales. 
Ejercicios .......o...... enn oooncrscrrsss 276 
39. Notas y complementos del capítulo VII .. .... 217 


1. Tensor isotrópico de cuarto orden; 2, Invariantes de un tensor 
de segundo orden en el espacio de tres dimensiones. 


379 


VECTORES Y TENSORES 


TX. APLICACIONES DE LOS TENSORES CARTESIANOS 


40. Ejemplos de tensores cartesianos. Aplicaciones a la elas- 
ticidad ..... 
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1, El espacio de cuatro dimensiones; 2, El espacio-tiempo de Lo- 
rentz-Minkowskl; 3. Las fórmulas de Lorentz: aplicaciones. 


42, Ecuaciones relativistas de la física .... 
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2; La fórmula de Gauss en el espacio-tiempo. 


XX. TENSORES EN GENERAL 


44. Tensores en general. Algebra tensorial .......... 


1, Coordenadas curvilíneas; 2. Vectores contravarlantes y cova= 
riantes; 3, Tensores en general; 4, Ejemplos de tensores; '5. Ope= 
raciones con tensores; 6, Contracción de índices; 7. Invarlantes; 8. 
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46. Espacios de conexión afín 
1. Espacios de conexión afín; 2. Paralelismo de vectores; 3. Pro- 
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47. Espacios de Riemann . 
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OBSERVACIÓN TIPOGRÁFICA 
Algunas pequeñas dificultdes de orden tipográfico no han podido ser 
Creemos necesario señalar: 

El tipo de la letra griega O difiere de éste cuando ano coo A 
y se tiene, por ejemplo, xp. (Ver págs. 123-126, 223, 331.) 

Asimismo, cuando la a va como subíndice no alinea con los otros subíndices, 
E a lo cual debe tenerse bica en cuenta que no es subíndice de subíndice, 
UVer págs. 126, 127) 


En la fórmula (18) de la 122, en la anterior y dentro del texto— el 
lg Uy. Se , 
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da incluye matrices y transÍ ¡es 
lineales, tensores cartesianos, tensores en 
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caciones, A 
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